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1 序論
近年ヲビームフオイル分光，電子・イオン衝突?レーザ一生成プラズマな
どう物理学の様々な分野でう高電離重イオンの電子状態に多くの関心が集
まっている 1)特に?イオン加速器の発達にともなって発展してきたビーム
フオイル分光学は?高電離重イオンの電子状態に関して、豊富な実験デー
タを提供している.これらのデータは他の分野の実験の解析 例えばプ
ラズマ中の不純物の同定や恒星の組成の推定などーに大きな役割を演じ
ている.
実験物理学におけるこのような進歩に対応して?高電離重イオンの理
論的研究に対する要望が高まっている.理論からのデータは実験の解析
にとっても不可欠だからである.個々のイオンについての詳しい理論的
解析はう Hartree-Fock法なとの精密計算をまたなければならない 2，3) しか
し?実験からの要望は多様であり うその多様な要望に応えるためには?簡
単かっ信頼度の高いう物理的な洞察性に富んだ近似理論が必要である.と
りわけ?イオンが孤立状態にあるのではなく?複雑な熱的環境下に置かれ
た場合にはう近似理論の必要性はいっそう切実である.このような複雑な
環境下での問題に対してはう Hartree-Fock法等の SCF理論(自己無撞着
場の理論)は何らかの単純化を行うことなしには実行が困難である.また下
SCF理論を用いるにしてもう反復計算の収束を早めるためには 1電子状
態のエネルギーや波動関数に対して適切な定量的推測が必要であり ?その
点でも近似理論が必要である.
そのような要望に応える近似理論の有力な候補の 1つとして WKB
法4)がある.WKB法はう量子力学の創成期以来?原子物理学の様々な問題
に適用され?その有用性を示してきた.特に Thomas-Fermiポテンシャル
のような適当な有効ポテンシャルを使うことによって?他の方法では解く
ことが難しい問題?例えば高温高密度プラズマ中の原子等に対しでも有用
4 
な情報を与えてきた 5，6)
しかしう原子番号 Zが大きくなるにつれて相対論的な効果が無視出来
なくなってくる.これはう原子核からの強い Coulon1b引力のためにう電 f
の運動速度が真空中の光速度 cに比べて無視出来ない大きさになるから
である.このことを?まず非相対論的計算からの見積で示そう.原子番号
Zの水素様イオンでの主量子数 η の電子はエネルギー
ENR = _ n~Z2e4 
NR一一一ー でー色2γη2 
、
?
?，
?
?
?
?• 
????、
を持つ.ただし，m は電子の質量， eは電子の電荷の絶対値，f1-はプランク
の定数である.この電子の速度 υの2乗の期待値はう Coulon1bポテンシャ
ルに対するビリアル定理 ENR二一TNR(TNR = 1n(υ2)/2は電子の運動エ
ネルギー)を用いることにより う
?
? ?
?
? ?
? ?
?
?? (l.2) 
となる.相対論的効果は い/C)2のオーダーでのjし、てくるが?この量の期待
値はう
?
? っ ?
?
? ?
?
? ?? ???? 、??
?
?? ???， 、、
である.ここで、α(=e2/たC竺 1/137)は微細構造定数である.式 (l.3)をju
て分かるように相対論的効果は Z2に比例して増大する.
このことを Dirac電子論の立場から見直 してみよう.水素様イオンの
相対論的エネルギーは?
5 
となる.ただし Eは静止エネルギ-1ilC2を差しヲ|し1た相対論的エネルギー
であり ?κは角運動量jと方位量子数 e，こ次の式で関係づけられる量-f数で
ある:
j = e土jlこ従って κ=干(j+D (1.5 ) 
式(1.4)を見て分かるようにう原子番号 Zが大きくなるにしたがって相対
論的効果は大きくなっている.特にう小さい 1，に対してその傾向は著しくう
例えばη=1に対してう相対論的補正はz~ 27で 1%のオーダーうz~ 86 
で 10%のオーダーに達している.
このような事情から?重イオンの問題への適用のためには，WIくB法
に対する相対論的拡張が強く望まれる.しかしながら?最近まで相対論的
WKB法の研究は理論も応用も非常に少なくヲわずかに Bessef)Goodp)
Rose9)等の先駆的な研究が見られるのみであった.
これらの研究の中では Goodの理論がし、ちばん有望に思われる.イIJ放
ならその理論を純 Coulon1bポテンシャルの束縛状態に適用したときに正
確な 1電子エネルギーを再現するからである.しかしう AppendixAに示
すように， Good理論をう原子のモデルである遮蔽 Coulombポテンシャル
の束縛状態に適用したときにはう重大な・困難が生ずる.その理論による
有値条件がうある量子数の組によって指定される状態に対して解を与えな
いのである.
さてう Goodの方法が純 Coulombポテンシャルの固有値に対しては成
功した原因の 1つは WKB理論のある種の一般化にある.それは波動関数
を必ずしも平面波波動関数 eipr/九の変形として考えるのではなく?扱って
いる問題に応じて?より好都合な関数(これを比較関数と呼ぶ)を選びうそ
の変形として捉える方法である.このような取扱いは一般化 WKB法*と
呼ばれている.
本一般化 WKB法の数学的な側面については Dingle10)によって報告されている
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Goodは比較関数として自由電子の球面波波動関数を使っている.遮
蔽 Coulomb問題における Good理論の困難を解決する方法の lつとし
てうより適切な比較関数を使うことが考えられる.このような観点からう
Goldberg等11)が最近提唱した遮蔽 Coulombポテンシャルの散乱状態に
対する相対論的一般化 WKB法は興味深い.彼らは比較関数として，純
Coulombポテンシャルに対する波動関数を少し一般化した関数を用いて
いる.またう彼らは WKB近似を行う前に， GoldbergとPra.Lt12)に従って
Dirac方程式を Schrるdinger型の方程式に変換 (Goldberg-Pratt~変換)し
ていることも注意しておく.
筆者等13)は比較関数として純 Coulombポテンシャルに対する波動関
数そのものを用いることで物理的イメージをはっきりさせう束縛状態に対
する定式化を行いう l電子エネルギーに対する固有値条件を得た.このよ
うな比較関数を用いることの利点は，
1.純 Coulombポテンシャルに適用したときに?自動的に正しい解が得
られる.
2.固有値条件が容易に求められる.
3.波動関数に対する遮蔽の影響を直接的な形で見ることができる.
等である.しかも， Goodの理論とは異なり?その固有値条件は遮蔽Coulornb
ポテンシャルの束縛状態の全ての準位に対してう固有値を与え得るもので
ある.またう詳細な定量的吟味の結果?我々の相対論的 WKB法 (RWKB
法)は良い近似で 1電子エネルギー及び 1電子波動関数を与えることが明
らかとなった 14) さらにう現実的な系への応用としてこの相対論的 WKB
法を高電離重イオン及び圧縮原子の問題に適用した結果?高電離重イオン
の l電子状態に対する原子番号および電子数への依存性を明らかにする
ためのデータを得?13，15)また?圧縮原子の l電子準位が圧縮度と共にどの
様に変化するかを見ることが出来た 16)
7 
なお?著者等の第一論文13)の発表後、Goldberg等li)もほぼ同じ方向で
束縛状態についての量子条件を導きう相対論的 Fenni-Segreの公式に適用
していることを知った.彼らの論文は我々よりわずかに先んじて発表され
ているがう我々の研究はそれとは全く独立に行ったものである.
次章ではうまず一般化 WIくB法を非相対論的に取り扱いうしかるのち
に相対論的 一般化 WKB法の定式化を与える.第 3章では近似の適用性
についての定量的な吟味を行う.そのために簡単なモデルポテンシャル
を用い?そのポテンシャルに対する 1電子エネルギー及び l電子波動|刻数
を計算する.第 4 章ではより現実的な応用としてこの相対論的 ~1hB 法
を高電離重イオン及び圧縮原子の問題に適用する.そのために相対論的
Thomas-Fermi-Dirac-Weizsacker模型18)の定めるポテンシャルを有効ポ
テンシャルとして用いる.第 5章で結論を与える.Appendix Aでは Good
理論の欠点を簡単に議論する.Appendix Bでは Goldberg-Pratt変換の
性質を簡単に議論する.
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2 定式化
2.1 非相対論的一般化 WKB法
2.1.1 伝統的 WKB近似
まずう非相対論的な伝統的 WKB法をう簡単に復習する.ここでは後の
一般化に便利な形で定式化を与える.
原子中の 1電子のモデルとしてう次のような遮蔽 Coulon1bポテンシャ
ルの中を運動する電子を考える:
川市デs(r) (2.1 ) 
ここでZは原子番号， s(r)は遮蔽関数，eは電子の電荷の絶対値である.こ
の電子の定常状態に対する Schrodjnger方程式の動径部分は次のように許
くことができる.*
d2y ， 1 2 τ+ ko1.(γ)y = 0う (2.2a)
Qr" 
2'ITLZe2 ( ¥ f(e+l) 
k02(r) = p2 +つ;---s(γ)一つ (2.2b)
n-r r" 
円 2mE
ドニ n2 • (2.2c) 
ただしうたはプランク定数， mは電子の質量，fは方位量子数である.また?
Eは電子の持つエネルギーである.ここで解が平面波波動関数 etprの変形
としてう次のような形に書けると仮定する:
y(r) =α(r)eib(r) (2.3 ) 
ここで α(r)，b(けはこれから求めるべき関数である. (2.3)を波動方程式
(2.2aム)に代入するとう
牢ここで y，ko等のように字体を立体にした量は非相対論的な量を表し 3イタリック体
で書かれた相対論的な量 y，ko等と区別する
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α"ー αb，2+αk02 + i (2a'b' +αb") = 0 (2.4 ) 
となる.ここでプライム(')は引数についての微分である.方程式 (2.4)は
2つの関数 α(ァ)ぅb(けを決定するために基本方程式から導き出されるl惟
の方程式であるからう解を決定するためにはもう 1つ条件を課す必要があ
るが?これは任意に選べる.そのような条件の中で最も簡単なものは、式
(2.4 )で虚数項 i(2α'b +αb")がOになることを要求することである.それ
は次のように置くことで実現される:
α2b' =定数. (2.5 ) 
この定数は規格化条件を課すことで決定することができる.条件 (2.5)に
よって?式 (2.4)は次の方程式に帰着する:
b'2 = ko2 +αff/α (2.6 ) 
ここで?
|α"jαI < Iko21 (2.7 ) 
を仮定し?近似解を得るための lつの近似として α"jαを無視するとう
b，2二 k02(r)
となり?この式の平方根を積分するとう
め)= :l Jr ko(r') dザ
さらに式(2.8)を式(2.5)に代入すると?
α(γ)=JL= 
jko(け
(2.8) 
(2.9) 
(2.10) 
となる. ここで αNは規格化条件より決まる定数である.近似波動関数
y(r) =α(r)eib(r)はう従って次のようになる:
10 
け)=42ー 叫|土iI k州 clr'l. (2.11) 
¥/kO(1') L J 
ここで本方法で行った仮定(2.7)の意味を明らかにしておこう.通常，
量子力学の教科書では
y(け=Ce-iS(r)/九う (Cは定数) (2.12) 
とおき?
5(γ) = 5o(γ)十九51(γ)十九252(1')+'" (2.13) 
のように 5(1')に対して九についてのべき展開を行ってヲポ以上の項を省
略するという手法が取られていが?これは上の定式化と同等である.実際ヲ
式 (2.6)でα"/α を省略したことはう ko(ァ)および b(7うが丸一1のオーダーで
あるのに対し?α"/α を九0以下のオーダーであると見なしたことに相当しう
本方法で得られた結果 (2.11)は?通常の定式化での結果と一致する.
通常の定式化との対応をさらに進めると?
お(γ)=州市土げko(ド)d1'¥ 
51 (1') = i ln(α(γ)/C)う
r α"(ド)52(1') =元一1I一一一一一} 2ko(ザ)α(ザ)
(2.14a) 
(2.14b) 
(2.14c) 
と書ける.式 (2.13)のた2の項がれ(1')がう主要項 5o(γ)に比べて委託視でき
るということはう次の不等式が成り立っていることを示す:
??
? ?
?
?
?
?
?
? ?
?， ， ， ， ，
?
》???? ?? ?
? ? ? ? ?
(2.7') 
この不等式の右辺の被積分関数が極端に振動しない限り ，(2.7')が成り立つ
ときに (2.7)もまた成り立つ.さらにう不等式(2.7')は局所的な deBrogb 
波長
11 

期待できるからである.よってヲここでは Goodとは別の定式化として純
Coulombポテンシャルに対する波動関数を比較関数として用いることに
する
遮蔽Coulombポテンシャル(2.1)の中を運動する電子の従う Schrるdinger
方程式 (2.2aぅb)の解y(けが純 Coulombポテンシャル Ze/パこ対する波動
関数 Y(γ)の変形としてう次のような形に書けるものと仮定する:
y(r) = A(r)Y(R(r)) (2.18) 
ここで A(γ)ヲR(γ)はこれから求めるべき関数である.CoulOlnb波動関数
Y(ァ)の満たすべき方程式は次のようなものである:
d2y (γ) 
dρ+1く02(r)Y(r)=0， (2.19a) 
2H e (e + 1)
K02(γ) = p2 +一ーー っ (2.19b) 
r T~ 
?
?
?
? ?
?
?? ????
?
?
?
? ?
? ?
? ??? (2.19c) 
ここでEcは純Couloll1bポテンシャルに対するエネルギーである.これは標
準的な級数展開法によって解析的に解くことができる.束縛状態 (P2く 0)
に対する解は次のようなものである.まずヲ解が束縛状態の物理的な境界
条件?即ち波動関数 Y(ァ)がァ =0で有限であり ，r→∞で充分に早く 0
になるための条件を満たすためには?
Erー ?ηZ
2
e
4
-
c 2九2n2 う
(ηは主量子数) (2.20) 
でなければならない.そのとき固有値Ecに属する波動関数Y(ァ)は次のよ
うに書 くことができる:
???
?
??
??
? ?
?
?
、 ?
〉 ?
??
?
?
????? (2.21a) 
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2[IPI (ν+e) -H] ---Fuーい (ν~ 1). (2.21b) '(e+ l)rv-i' ，--
ここでβ。は Oでない任意の定数である.
さてう遮蔽Coulombポテンシャルに対する波動関数y(γ)が純Coulo11b
波動関数 Y(γ)と良く似た振る舞いをすると期待するのは当然である.特
に8(1')→ 1の極限で y(1')が連続的に Y(γ)に移行すると仮定するのは
然であろう(連続移行仮定).このことから次のような性質を要請するこ
とにする:
A(γ) ， R(1')は実関数， A(ァ)> 0 ， It(1')三o， R' ( 1')> 0 . (2.22 ) 
今後?符号などに唆昧さが生じたときにはこの要請を満たす方向で決めて
し1く.
さて， (2.18)を波動方程式 (2.2a，b)に代入し， Y(けが方程式 (2.19a)を
満たすことを使うと?
dY 
(A" -AR勺{02+ AkのY+ (2A'R' + AR")一=0 (2.23) 
dR 
となる.先に述べた伝統的 WKB法の場合と同様に?解を決定するために
はもう 1つ条件を課す必要があるがうこれは任意に選べる.そのような条
件の中で最も簡単なものは?式 (2.23)の左辺で dY/dRの係数がOになる
ことを要求することである.それは次のように置くことで実現される:
A2R'=定数ヂO. (2.24 ) 
この定数は規格化条件を課すことで決定することができるが?これは Oに
はならない.もし 0であるとすれば y(γ)= A(1')Y(R(1')は物理的に意
味のある波動関数にならなし1からである.伝統的 WKB法において条件
(2.5)を導くときに?式 (2.4)の虚数項がOになるように要求したがうこれ
14 
「一一一一一一一1
は今の取り方と良く似ている.なぜならう式 (2.4)の虚数項は deib/ clbの係
数であるとみなすことができるからで・ある.
条件 (2.24)によってう式 (2.23)は次の方程式に帰着する:
R'2K02 = ko2 + A" / A (2.25 ) 
ここでう前節と同様に A"/Aを無視する近似を取るとう
R'2rくo2(R(γ))= ko 2(1') (2.26) 
となる.この近似の適用限界を式 (2.17)の様にはっきりした形で書くこ
とは容易でなく?まだなされていない.よってここではう遮蔽関数s(けが
波動関数の波長に比べてゆっくり変化しているときに?この近似が良く成
り立つことを指摘するにとどめておく.後に行う Langer変換や相対論的
拡張を含めた議論においてもヲこの事情は同じである.いずれにしてもう
近似理論の妥当性はう近似解と厳密解を比較することによって論じられる
べきであろう.この近似は， 3章で行われる吟l床によって明らかにされる
ように?実際の原子の問題に対して充分な妥当性を持っている.
さて?式 (2.26)は次のように書くことができる:
dR k。(ァ)
(2.27) d1' -Ko (R(γ)) 
要請 (2.22)を使って符号を決めう (2.24)より R'ヂOであることを使うと
(2.26)はう
??、??? ?
???
??
?
」
???
??????
?
??
?
?
?
、?
〉
??
?，
?
? ??
? ?
??
?
?
???
? ? 、
?
?
?
?、 ????
?
?
?
?
? ?
?
?
?
??
?
??
?
?
?
?
?
?、 。 。
?
?
? ?
? ? ? ?
??
?
???
?
??
?
?
?
?ー ?
?
?????
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そのとき (2.26)より K02(R(/a))= 0となるのでうこれをもって Ra= R(1'a) 
を決めることができる.なおう方程式 (2.28)は?もう一つの重要な結果を
与えていることを注意しておく.物理的に許容される解については R'(7、)
は有界である. したがって (2.26)より ko2 (/) の特異点 rsで・は I~o2(R) も
Rs = R(rs)で同じ次数で発散しなければならない.(2.2b)， (2.19b)より
k02(/)はK02(R)はR=Oでそれぞれ 2次で発散するのでヲR(O)= 0と
なる.このことを利用して?方程式 (2.29)の積分の下限九ヲRaをγ0，
R=Oに置き換えてもよい.
式 (2.29)および (2.24)より?波動関数 y(ァ)= A(r)Y(R(ァ))は次の了
で決定される:
R(γ) =φ。-1[</>O(γ)] ， 
A(r)二 ANO/州市
ただし?定数 ANOは規格化定数で-ある.
(2.30a) 
(2.30b) 
連続固有値を取る状態に対してはうエネルギ-Eの値は任意に指定す
ることができるからうこれで問題は解決する.しかし?束縛状態ではエネ
ルギー固有値Eはある固有値条件に従って定めなければならない.その固
有値条件を得るためにう束縛状態に対しては?k02(γ)= 0に通常 2つの根
があることに注目しよう(図 1).これを 11と12(> Idとすると?式 (2.29) 
は次のようになる:
fko(T)dr=fh(R)dR (2.31) 
ここで R1，2= R(/1，2)である.右辺を陽に計算することによってう次のf
が得られる:
fko(T)dr=π[η-/仙 (2.32 ) 
これが固有値条件になる.これは伝統的 WKB固有値条件
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fko(T)dT二 π[1.ー (C+。 (2.32') 
とは若干異なっている.純 Coulo1l1bポテンシャルをこれらの理論に適用
するとう (2.32')は正しいエネルギー固有値を与えないがう(2.32)は導出の
過程から明らかなように正しいエネルギー固有値を与える.またうこの間
有値条件が?ほとんど自動的といってよいほど簡単に導出できることは注
目に値する.
しかし?この固有値条件には問題点がある • e = 0のl時 (δ状態)) 
f(f+1)=0となるためう図 2'こ見られるように k02(γ)= 0の正の般が
lつしかないのである.このときは下限を 0とし?上限を k02(r)の零点に
する方法が考えられるが (γ=0の時R= 0)うそれでは S状態だけ特別な
扱い方になってしまいう理論の統一性を損なってしまう.そこでうより版
本的な解決法としてう伝統的 WKB法に倣って)Langer変換19)を取り入れ
ることにする.
2.1.3 Langer変換
Coulombポテンシャルは原点での強い発散のため?原点近傍での取扱
いに注意を要することが多い.特に?伝統的 WKB固有値条件 (2.32')は
低い量子状態、に対して満足な結果を与えないことは古くから知られてい
る.伝統的な WKB法におけるこのような難点は Langer変換19)を取り入
れることで解決できる.そこで?前述の困難を避けるために今展開してい
る一般化 WKB法に Langer変換を取り入れることを考えてみよう.
まず Langer19)に従って次のような変数変換をする:
r=eぺy(r) = ex/2y (x) (2.33 ) 
この変換によって式 (2.25)および (2.24)は次のようになる:
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ここで?
(内二日"/ん
λ2X'=定数チ Oぅ
(2.25') 
(2.2c!') 
X = ln R ， λ( ~r) = (R/r)1/2 A(γ) ， ( 2. :3 ~1 a ) 
長2= R2K02(R) _ 1/4， k2 =二?任。2(1')-1/4 . (2.341コ)
ここでA"/ Aを無視する近似を取ると?
X，2長2(X (x) = k2 (x)
これに変数変換 (2.33)の逆変換を施すとう
ここで?
R，2K2 (R (1') = k2 (1う
= ，121'n_ηE↓ 2mZeμeρ州2
一一 一五2 fi21' γ2 
刷二作02一志
_ J D2 I 2H (f + ~) 2 
一一一一一-~~ I XR X宮沢完.
前述の連続移行仮定から得られた要請 (2.22)を考慮、にいれると?
dR k(ァ) 、ハ
dr K(R(r)) ~ ~ 
(2.35) 
(2. ;36) 
(2.37a) 
(2.37b) 
(2.38 ) 
また?前と同様に k2(rb)ニ O→ K2(R(1'b)= 0ヲ 1'b= 0→ R(1'b) = 0であ
るから， (2.38)は積分形で次のように書ける:
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rr rR 
ゆ(r)三 Ik(ァ)dァ=L 1く(ァ)dT三 φ(R). (2.39) 
Jrb JRb 
ここで?積分の下限は次のように取った:
rb: k2(ァ)= 0の根ぅ Rb= R(rb) ;または rb = Rb = 0 . (2.40 ) 
(2.39)および (2.24)よりう波動関数y(け=A(けY(R(γ))は次の式で決
定する:
R(r) = <T一1[ゆ(γ)]， 
A(γ) = AN//R石
ただし?定数ANは規格化定数で-ある.
(2.41a) 
(2.'11 b)
前の場合とは異なりう束縛状態に対して k2(ァ)= 0は図 3に見られるよ
うにう常に 2つの正の根を持つ.これは常に (f+1/2)2> 0であるからで
ある.k2(r) = 0の2正根を r1とγ2(>γ1)とすると?式 (2.39)は次のよう
になる:
fk(T)dT=fmdR (2.42 ) 
式 (2.39)の右辺を陽に計算すると固有値 Eを決める固有値条件になる.
すなわちう
f k(r) dl二 π卜-(ぺ)] (2.43 ) 
これは伝統的 WKB固有値条件に Langer変換を入れたものと同ーのもの
である.ただし (2.41a，b)で与えられる波動関数y(r)は伝統的 WKB波動
関数 (2.11)にLanger変換を取り入れたものとは違う形になる.
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Langer変換を入れた WKB固有値条件が?純 Coulo111bポテンシャル
に対して正しいエネルギー固有値を与えることは古くから知られている
がうその起源は必ずしも明らかではなかった. 一般化 WKB法において
はう WKB固有値条件 (2.43)が純 Coulombポテンシャルに対して正しい
エネルギー固有値を与えることはうその導出過程から明らかであり ?純
Coulombポテンシャルに対して固有値条件 (2.43)が正確であることの理
由が明らかとなった.
またうここで述べた一般化 WKB法を純 Coulornbポテンシャルに対し
て適用したときに?エネルギーのみならずう波動関数についても正しい結
果を得ることを注意しておく.このことは伝統的 WKB法と大きく見な
る点であり?このためう遮蔽 Coulombポテンシャルの問題に対しでもヲ伝
統的 WKB法よりも良い近似で波動関数を得ることが期待される.
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2.2 相対論的 一般化 WKB法
2.2.1 Dirac方程式
序論でも述べたように重い原子では相対論的効果が無視できなくなる.
そこで?前節で展開してきた非相対論的一般化 WKB法を相対論的に拡張
する.
遮蔽 Coulombポテンシャル V(r)の中を運動する電子のl時間独立な
Dirac方程式は次のように書かれる:
( -icnα マ+srnc2 - eV)ゆ=wゆ (2.44) 
ここで W = E + mc2は静止エネルギ-rnc2を含めた電子のエネルギーヲ
Eは静止エネルギーを差しヲ|し、たエネルギーである.通常の表示では:αうが
は次のように選ばれる:
?????
? ?
??
??
?????
? ?? ? ?
????????? ? ?
、 、
? ?? (2.45 ) 
ただし?σは2行2列の Pauli行列， 1は2行2要IJの単位行列である:
、 、 ?
??
』 ，
? ?
?
?
?
?
????????
? ????
、 、 、 、
? ? ?
， ， ，
?
?
?
?
? ?? ?
? ?
?
?
??
????
?
??????
?????
? ???? ヲ(2.46a)
1= (~ n o 1 
固有関数ゅは 4階のスピノールであり?遮蔽 Coulombポテンシャル
(2.1 )のように球対称のポテンシャルに対してはう
(2.46b) 
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ゆm=l
T 
κ-m + 1/2 
gκ¥/-- 噌 Ye，m一 /2
lκ +171 ート 1/2 
sgn(κ)gκげ ーム巴 m+1/V 2κ 十1 -<.， ".'-'-/ 
κ+1η-1/2 -if，κ \/~ 噌 CYe_sgn(κ) ， m-1/2 
lκ-17， -1/2 叩(κ)ムV~κ-1 」れ叩(パ)， m叩
(2A7) 
と置くことによって Dirac方程式 (2.44)を動径方向と角度方向に変数分
離することができる.ここで，g( 7うは動径波動関数の大成分，J( 7っは小成
分と呼ばれる関数である.17，は磁気量子数であり ，Ye，m土1/2は球面調和関
数である.
表式 (2.47)をDirac方程式 (2.44)に代入して得られる Dirac方程式の
動径部分を陽に書くと次のようになる:
ここで-εはエネルギー固有値 Wと静止エネルギ-mc2の比
日f JS 
ε=一一士 =1+一→打7，C“行l.C
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(2.48a) 
(2.48b) 
(2.49) 
でありう定数入c(二五/mc)はCOll1.pton波長である.この方程式を導く際に
遮蔽 Coulombポテンシャルの定義 (2.1)を用いた.
2.2.2 Goldberg-Pratt変換
一般化 WKB法を展開するためにはう Dirac方程式を Schroclinger J~ の
方程式?すなわち， 1階微分の項を含まない 2階の線形微分方程式に書き
直しておくと便利である.そのために GoldbergとPratt12)によって定義
された変換を用いる.
遮蔽 Coulombポテンシャル (2.1)の遮蔽関数s(r)は連続かつなめら
かな単調減少関数で次の条件を満たすものとする:
r 1ぅ (γ=0)ヲ
s(ァ)= ~ (2.50) 
l So二定数ぅ ( 11 之町)• 
ここで roは問題によって決まるある距離である.
このような遮蔽Coulombポテンシャルに対して， Dirac方程式(2.48a，b)
を Schrるdinger型の方程式に書き直すために， GoldbergとPraU12)に従っ
て次のような変換を行う:
f(r) -(γ/ァ)y(r) 
9 = y(ァ)cos と+~ ，/ P一一一 (2.51a) 
I _ (__ ¥_ ~ _ r I y I( r) .-(γ/γ) y(ァ)_ _ rI f = Q I-y(r) sinc +一一 | (2.51b) 
dTごT
Pニ入
? ?
(2.51c) 
ここでy(r)は変換された波動関数である.また乙γは次のような関数であ
る:
tan c (ァ)= Q{) (ァ)， (2..52a) 
κ[Q2{)2 (ァ)-1] + Zω(r) (1 -Q2) {)(ァ)
γ(ァ)=(25 b)
[Q2192 (ァ)+ 1]
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ここで>19(γ)は微分方程式
d19 円アァ =zα5(γ)19~ -2"，19 + Zα5(ァ)
01' 
を次の境界条件の下に解いた解である:
(2.53 ) 
Z α50 
19 (ァ三 1'0)= 19t =一一ーヲ κく Oう (2.5Lla) 
κ-γt 
Zα 
19 (1' = 0) = 190 =一ーヲ κ> 0 . (2. ，54 b ) 
κ-γ。
ただし?γo二一sgn(κ)ρ2ー (Zα)2ぅ γt= .-sgn(川κ2ー (Zω0)2で・ある
この変換により Dirac方程式の動径部分は次のような Schrるdinger刑
の方程式になる:
主+k02(1')Y=0ぅ (2.55a) 
mZe2εγ(1') (γ(1') -1) 
k02(1') = p2 + は ω(γ)-I¥" 1¥ 1_¥I ~I (2.55b) 
n T 
ここでω(1')は次のような関数である:
I _ 1/ __ ¥ ， _  (κ+γ(ァ _¥ 1nOI ¥ ¥ 1 ω(ァ)=JL|-γ'(γ)+ p {十[κ-，(1')]Q19(ァ)11. (2.，56) l / ¥/'r ¥ Q19 (γl-- '¥-/J --V-¥-'Jl 
この変換の性質について，Appendix Bで簡単に議論している.
純 Coulombポテンシャル [5(1')= 1]に対しては?
19 = 190 ，ω(γ) = 1 ，γ(1') =γo (2.57) 
となる.従って純 Coulombポテンシャルに対する波動関数の Goldberg-
Pratt変換Y(ァ)の満たす方程式は次のようになる:
d2y (1') 
d73 +Iイ02(1')Y(7')二 0， (2.58a) 
2H γ。(γ0-1)
]{ 0
2 
( 1')= P 2 +一一 つ
l' 1' 
(2.58b) 
P-?? 一 ???????? ー (2.58c) 
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ここでεは純 Coulombポテンシャルに対する固有値である.これは前述
の非相対論的な場合と同様に標準的な級数展開法によって解析的に解く
ことができる.束縛状態 (P2く 0)に対する解は次のようなものである.
まずう解が束縛状態の物理的な境界条件?即ち波動関数 Y(T)が?、 =0で
有限であり うT→∞で充分に早く 0になるための条件を満たすためにはう
= [1+ (n _ I :Q+ 10 1) 2J-1 山由 (2..59)zαr-， 
n -1κ1 + 1γ01) I 
でなければならない.そのとき固有値εに属する波動関数 Y(T)は次のよ
うに書くことができる:
Y(ァ)= e-1P1r L svTv+r ， (2.60a.) 
2[lPI (ν+ f -1)-H] 一一ー ん-1 ぅ (ν 三1). (2.60b) 
(ν+ f)(ν+f-1)-f(f-1) 
??
?
?
?
? 、
?
?
?
?
????
、??????
、???
? ??
? ?
(κ< 0) ， 
(2.60c) 
(κ> 0) ， 
(κ< 0) ， 
(2.60d) 
(κ> 0) 
ここでβ。は Oでない任意の定数である.
2.2.3 一般化 WKB近似
ここで一般化WKB法の精神に従ってう解が純 Coulombポテンシャル
に対する波動関数Y(γ)の変形としてう次のような形に書けるものと仮定
する:
y(ァ)= A(ァ)Y(R(ァ) (2.61) 
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ここで A(γ)ぅR(1')はこれから求めるべき関数である.非相対論的な場合
と同様の手続きによりう
が導かれる.
(叩一山川2 二 Oヲ
A2R'=定数ヂ 0
ここで近似として A"/Aを無視すると?
R，2 ](λR(1' ))こた02(γ)
(2.62a.) 
(2.62b) 
(2.63) 
となる.非相対論的な場合と同様に連続移行仮定を行い?それを考慮にい
れるとう
rT rR 
cpo(r)三 / ko(ァ)dT二/_](o( T) dT三 φ。(R) (2.64) 
JTa JRa 
を得る.ここで積分の下限は次のように取った:
アα k02(r)二 Oの根 ，Rα二 R(1'α);または Tα =Rα= 0 . (2.65) 
式 (2.64)および (2.62b)よりう波動関数 Y(1')= A(ァ)Y(R(γ)は次の式で
決定される:
R(ァ)=φ。-1[cpo (ァ)]， 
A(1')二ん0/兵日
ただしう定数 ANOは規格化定数で-ある.
(2.66a) 
(2.66b) 
束縛状態に対してうもしん2(1')= 0に2つの根 ηと1'2(> 1'1)がある
とすると?式 (2.64)は次のようになる:
f Z2 ko(1') d1' =t ]<o(R) dR . (2.67) 
ここで R1，2= R(1'1，2)である.これが固有値条件になる.
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しかしうこの固有値条件には非相対論的な場合と同様の問題点がある
κ= -1の時 (s状態)，γ(r) (γ(r) -1) < 0となるためヲた02(け=0の正の
根が 1つしかないのである.そこで，伝統的 WKB法に倣って，Langer変
換19)を取り入れることにする.
2.2.4 Langer変換
まず Langer19)に従って次のような変数変換をする:
r=eぺy(r) = eX/2y(x) 
この変換によって式 (2.62aぅb)は次のようになる:
ここで?
(川-X，21{2 + k2 = 0 ， 
瓦2X'二定数ヂ o.
(2.68) 
(262d) 
(2.62b') 
X = ln Rぅ瓦(x)二 (R/ァ)1/2A(r) ， (2.69a.) 
1{2 = R21{02(R) -1/4ぅ k2 = r2k山ァ)-1/4 . (2.69b) 
ここでA"/Aを無視する近似を取るとう
X，21(2 (X (x)) = k2 (x) . (2.70 ) 
これに変数変換 (2.68)の逆変換を施すとう
R，21{2 (R (ァ)= k2 (ァ) (2.71 ) 
ここで、う
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2ε(γ(γ) _ ~) 2 
= ¥lp2十字2ω(r)- T2 n ， 
]{(R) = ¥1](02 - A ~') 生R2ヲ
積分形に直すとう
1_ 2H γoーの2
= ¥1p2 +一一ームー一てニι.
~IZ 〆7R Z 
rT rR 
rp(γ)三 Ik( T) dT = I Jピ(ァ)dT三 φ(R). 
JTb J Rb 
積分の下限は次のように取った:
(2.72a) 
(2.72b) 
(2.73) 
川 k2(，)= 0の根 )Rb = R( 'b) ;または η = Rb = 0 . (2，74. ) 
(2.73)および (2.62b)よりう波動関数 y(，)ニ A(ァ)Y(R(1')は次の式で決定
される:
R(1') =φ-l[rp(1')] ) 
A(1') = AN/ゾ玉石
定数 ANは規格化定数である.
(2.75a) 
(2.75b) 
束縛状態に対して k2(1')= 0は常に 2つの正の根を持つ. これは
(γ(ァ)-1/2)2 三 0 であるからである • k2(γ) = 0の2正根を ηと1'2(>η) 
とすると?式 (2.73)から次の固有値条件を得る:
f:2 12k(r)dT二五 ]((R) dR . (2.76) 
I1.1 
ここでR1，2= R(1'l，2)である.式 (2.73)の右辺を陽に計算すると?
ど]((R)dR 二 π[I~ 卜 |γo -~Il ヲ (2.77) 
(γ0(-/0 - ~)三 0) ) 
(2.78 ) 
(その他の場合)• 
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条件γo(γo-1/2)三OはZ三V3/(2α)竺1.18に対しては、すべてのゆ他
に対して成り立っているので?通常の原子の問題を考えるときには、(2.78)
の上の場合のみを考えればよい.したがって
fMT)dr二 π卜-1κ+~Il (2.79) 
これが固有値 εを決める固有値条件の最終的な形である.
固有値条件 (2.79)はう AppendixAで論じる Good理論と異なり ヲ左辺
の積分が適当なエネルギーに対して任意に Oに近い値を持ち得-るという
特徴を持っている.これは?積分の両端で l被積分関数が発散しなし 1から
である.この特徴のためう固有値条件 (2.79)はう遮蔽 Coulo111bポテンシャ
ルの全ての束縛状態に対してう解の存在が保証されている.
またうこの理論の非相対論的極限はう当然のことながらう前に述べた非
相対論的な理論と一致する.このことはう過去に行われた非相対論的な計
算結果と比較する上でう非常に都合がよい.ここで導き出された WKB
有値条件の非相対論的極限が Langer変換を入れた通常の WKB固有値条
件と一致するからである.
ここで Goldberg等11，17)によって?我々とは独立に与えられた類似の定
式化との比較について述べておこう.2つの定式化の主な相違は?彼らが
取った比較関数の満たす方程式でヲ (2.58c)が要求されていないことであ
る.彼らは H/Pを可変パラメータとして取り扱っているのである.散乱
状態に対してはうこの一般的な取扱いにも利点がある.例えば原点近傍でう
比較関数と波動関数がより近い振る舞いをするようにパラメータを選ぶ
こともできる(文献 1 の式 (2.8)参照).他方ぅ束縛状態に対しては、物理
的に受け入れられる解は次の関係を満たすときにのみ存在することが容
易に分かる:
(H/p)2=_(η-1κ|+holy. (2.80 ) 
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特にう PとHが(2.58c)を満たすとするとうこれは直ちに (2.59)を導く.結
果としてう束縛状態においては両者の比較関数は適当な変数変換を行うこ
とで一致しう完全に等価な結果を与える.
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3 近似の適用性についての定量的な吟味
この章では本研究による近似理論の適用性についての吟味を行う.そ
のために?まず簡単な形の解析的なモデ、ルポテンシャルに対して本方法を
適用しうこれを Dirac方程式 (2.55a，b)の厳密な解と比較する.
Dirac方程式は Schrodinger方程式を解くのとほぼ同様の方法で数値
解を得られるがfそのためには固有値について何らかの推定を行い、そ
れを出発値とする必要がある.ここではその推測値として RWI~B エネル
ギー固有値を使うことでうかなりの労力が節約された.このことは R¥tVI¥:B
近似が Dirac方程式の厳密な解を得るための準備としても有効で-あるこ
とを示している.
モデ、ルポテンシャルを次のように取る(この章では原子単位系を使う): 
???????? ? ??
ぅ
? ??
??、
??
?
? ?、?，
?
??，?
? 、、
??
(γ < ro) ， 
(3.1 ) 
(ァ三 ro)
ここで式 (3.1)に表れる定数Zうro，αヲbは， Auに対する相対論的Ha山 'e-
Fock-Slaterポテンシャル20)を大ざっぱに再現するように次のように選ん
だ(図 4参照): 
Z = 79 ， ro= 3.297129ヲ (3.2a)
1-Ze-αro 
α= 2.669968う b=マ一一一一=0.9882790 . (3.2b) 
1 -e-αro 
このポテンシャルによって決定される遮蔽関数s(r)=パI(γ)/Zeはγ 二 O
でs(γ)= 1， rどroで、s(r)= 1/79となり条件 (2.50)を満たす
まず?表 Iでうモデ、ルポテンシャルに (3.1)対する RWKBエネルギー
固有値の絶対値を示し?これを Dirac方程式の厳密解と比較する.静止エ
勺状態に対する Dirac方程式の解ν(r)はSchrるdinger方程式の解y(r)より原点付近
で急激に変化するので注意を要する適当な変数変換で穏やかな関数に変換することに
よって，良い精度で解を計算できるようになる.
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ネルギ-mc2は差しヲ|し、ている.この表を見て分かるようにう前章で定式
化した RWKB法は全体として良い近似でエネルギー固有値を示してい
る.特にう最悪の場合でも数%程度の誤差にとどまっていることは注目し
てよいであろう.細かくみると準位が高くなるにつれて正確な値からの
相対誤差が次第に大きくなっているように見えるがうこのこ とは必ずしも
高い準位に対して前章で与えた近似が粗くなっていることを意味しない.
実際この RWKB法はう純 Coulombポテンシャルに対する l電子状態を
基礎とし?それからのずれを評価するという立場を取っている.このこと
は遮蔽 Coulombポテンシャルに対する 1電子状態と純 Coulo11bポテン
シャルに対するそれとの差に対して近似を行っていると見なすことがで
きる.もし?遮蔽 Coulomb状態でのエネルギ-Eと純 CoulOlub状態での
エネルギ-Ecの差ムE= E-Ecについての誤差に注目するならばう表 I
に見られるように準位による大きな差異はみられない.表 Iで高い準位に
対して相対誤差が若干大きくなるのは|ムEIに比べて IEIが小さくなるか
らであってう高い準位に対して?無視した量A"(x)jA(x)がた2(x)に比べて
特に大きくなるわけではない.後で検討する他の物理量に対しでも同様
の理由で高い準位に対して近似が若干悪くなる傾向がみられる.
なおうこの近似は変分原理を使っていないにもかかわらず?変分原理
を使った計算と同様に近似エネルギーが正確なエネルギーより常に高い
ことは興味深い.このことは後に述べるように?近似波動関数の振る舞い
に反映されている.
次にヲ波動関数の振る舞いについて吟味してみよう.まず一例としてう
3Pl/2状態に対する近似波動関数 YRWIくB(r)と正確な波動関数 YDirac(r)の
グラフを図 5に示す.2つの波動関数が非常に良く 一致しており?そのた
め図の上で両者の違いを描き分けることは困難である.そこで両者の比較
を容易にするために?その差ムY(r)= YRWIくB( r)-YOirac ( r )を同じ図に描
いた.同じ目的からう 3Pl/2及び 5pl/2状態に対する波動関数が 0または極
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値になるような Tの値を表 IIHこ示した.摂動論や変分法による計算では、
一般に波動関数はエネルギーよりも若干近似が悪い.しかしヲこの RV"I¥:B
法ではエネルギーと同程度の精度で波動関数が得られることが分かる.ま
たうこれらのデータは明らかに RWKB波動関数が正確な波動関数に比べ
てわずかに外側に広がっていることを示している.これを式の形で表す
と?
YRWKB(けど (1-8N )YDi問 (r)ぅ r = (1-8r)1、 (3.3 ) 
ここで;8Nとムは小さな正の定数である.実際?式 (3.3)から直ちにう
ムy(γ)竺一[げDirac(T)+lyDime(T)16T三 8y(r) (3.4) つ
が得られる. ただしここでう後に (3.11)を得るときに導かれる関係式
8N =ん/2を用いた.この8y(r)も図 5'こ示しである.この量が実際の差
ムy(γ)を忠実に再現しているのを見ることができるがうこれは近似関係式
(3.3)の妥当性を示唆するものである.
物理学的な観点からみてうこの RWKB波動関数の外に広がる性質は?
先に述べた RWKBエネルギーが正確なエネルギーより常に高いという事
実に対応しているように思われる.高いエネルギーを持つ電子が原子の
より外側で運動していると期待するのは?当然だからである.
RWKB波動関数を更に吟味するために?期待値(〆)(q=l， 2， -1)を計
算する.(r)は電子の平均的な位置を表しうい2)は反磁性磁化率に関係し
た量である • (r-1)は電子が原点に作る平均ポテンシャルに比例している
ことは言うまでもないことだが?磁場中の原子に対する原点での jnternal
diamagnetic五eldに関係した量でもある.さてう期待値 (γq)は次式で定義
される:
(rq) = fo∞州 (3..5 ) 
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ここでヲ
p(ァ)= If(r)12 + Ig(1')12ヲ
[(1 + Q4{)2)y2 + (1+ {)2)Z2 + 2(1 _ Q2)内z]
(1 + Q2{)2) 
z = ~ (y'一日
ただし y(r)は次の式を満たすように規格化されているものとする:
laOO p(γ)d1' = 1 
(3.6a) 
(3.6b) 
(3.7) 
(rq)のRWKB値と正確な値を表 IV，および表 Vに示す.ここでも近似1Q:
と正確な値との一致は全体として良い.固有値の場合と同様に高い準位
で一致がやや悪くなっているがう最悪の場合でも数%の誤差にとどまって
いる.
RWKB期待値 (rq)RWIくBと正確な期待値 (γq)Oiracのpercentagedevia-
tionをPD((rq))と書くとう図6'こ見られるようにう
PD((〆))~ qPD((r)) (3.8 ) 
という関係式がほとんど常になり立っている.これは偶然ではなく， RWKB
波動関数の近似的な振る舞い (3.3)の直接的な結果である.式 (3.3)を
(3.6aぅb)に代入するとう Zα2~ 1に対して(これは通常の原子について成
り立っている)う
PRWKB(けど (1-2ON )PDil配 (r) (3.9 ) 
が成り立つことが容易に分かる.よって期待値(rq)は?
(rq)RWKB ~ [1 -2ON + (q+ 1)ム](rq)Oirac (3.10) 
となる.ここでq=Oの場合を考えると?規格化条件 (3.7)よりう前に述べ
た関係式ON=ム/2が得られる.よって?
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(rq)RWKB竺 [1+ q6r](rq)Oirac 、 ?????????，?， 、、
これは直ちに (3.8)を導く.
この RWKB近似の一つの長所としてう純 Coul0111b波動関数が遮蔽の
影響でどのように?どの程度変形されるかという情報が直接的な形で得ら
れることがある.このことを見るために R(けのグラフを図 7に示す.こ
の図から遮蔽による波動関数の歪み方が距離 Tや量子数の変化と共にどの
様に変わって行くかが分かる.Rく Tで‘あることは?遮蔽 Coul0111bポテン
シャルに対する波動関数がう純 Coulombポテンシャルに対する波動関数
に比べて?外側に広がっていることを示している.このことは?図 8のよ
うに波動関数を直接比較しでも分かるが?定量的な解析のためには R(け
を見るのがより適切であろう.
図 7はまたう R(r)もR'(γ)もγと共にゆっくりと変化していることを
示している.関係式 (2.75b)によりヲこれは A(7うもまたゆっくりと変化す
る関数であることを意味する.これまで・見たように RWKB波動関数は
確な波動関数を良い近似で再現しているので?正確に計算された A(7、)も
ゆっくりと変化していることが期待できる.これは (2.70)を導出する際
に無視した量Aぺx)/A(x)が小さいことを示している.実際?表VHこ見ら
れるようにほとんどの場合にAぺx)/瓦(x)は炉の 10一3倍程度の大きさであ
る.RWKB法の結果と正確な結果との一致はそれ自体この近似の妥当性
を示唆するものであるが?上に述べた事実は?より直接的な方向でこの近
似の妥当性を明らかにしている.
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4 相対論的 Thomas-Fermiポテンシャルを用い
た，原子及びイオンへの応用
4.1 相対論的 Thomas-Fermi模型
この章ではう2章で定式化しう3章で吟味を行ってきた RWKB法を
より現実的な原子及びイオンの問題に適用する. RWKB法を適用する
ためには何らかの形で有効ポテンシャルを与える必要があるが、ここでは
Tomishima 18)によって提唱された相対論的Tho111aS-Fer111i-Dirac-，^leizsackC'l 
模型(相対論的 TFDW模型もしくは RTFDW模型と略す)の定めるポテ
ンシャルを用いることにする.
非相対論的 Thomas-Fermi法21)および Thomas-Fenni-Dirac法22)はう
提唱された当初から原子や原子核の諸問題に適用され?多くの有用な知.Ju
を提供してきた.実際， Gomba.sの教科書23)および Marchの総合報告24)に
見られるようにうその応用例は非常に多い.特に原子に対してうエネルギー
をはじめ諸物理量の原子番号Zおよび電子数Nへの依存性を与えるなどヲ
大局的な傾向を見るのには極めて有用な方法である.またう Hartree-Fock 
法等の出発値になり得る有効ポテンシャルを提供したという意味でも重
要な意義を持っている.しかしながらうその単純な性格故に欠点をも持っ
ている.例えば?原点および遠方における電子数密度 η(γ)の振る舞いがう
それぞれη(ァ)α r-2/3 (γ→ 0) )川ァ)αγ-6(r、→∞)となり?共に量子力
学的結果と食い違っている.
このような難点を克服するためには Weizs込cker補正25)(量子補正もし
くは勾配補正とも呼ばれる)の導入が有効でありう実際ぅThomas-Fermi-
Dirac-Weizsacker模型 (TFDW模型)では η(ァ)が原点で有限値にとどま
り?かつ遠方で指数関数的に減少しヲ量子力学的結果に一致する.さらにう
Weizsacker補正に重率 1/5を掛けたものは:うエネルギー始め諸物理量の
評価に関してう Hartree-Fock法に極めて近い値を与えることが明らかにさ
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れている 26)
Thomas-Fermi法の相対論的拡張は VallartaとRosen27)によって提唱
されたが，n(γ)の原点近傍における発散は非相対論的な場合に比べて
層激しく (n(r)αγ一3)，電子数積分が不可能になる 28) このような困難を
除去するために Tomishimaは?非相対論的な場合と同様に Weizsacker補
正を導入して相対論的 TFDW模型を提唱した.
さてうこの Tomishimaによる RTFDW模型は?非相対論的 TFD¥iV模
型の Thomas-Fermi運動エネルギーにのみ相対論的効果を取り入れ，その
他のエネルギ一成分は非相対論的な形のままにしたものであるがう全エネ
ルギー(全電子の与えるエネルギー)や電子密度分布についてかなり良い
値を与えることが知られている 18) この模型によればう原子番号久屯 f
数 Nの球対称原子の基底状態でのエネルギ-Eは電子数密度川?、)の汎関
数として次のように書ける:
仰い)]二 κ向吋ψψkイφρj介μηn5怖
+ 三fμ 川rけ)η川(l'ドパ?ワLrlωr'川AωT一 κ r n4/3dr 2 JJ Irー ザ| 一一 j (4.1 ) 
ここで各項の係数はう
? ?，???、 ， ， ， ，
，
っ
??
?????
、
? ? ?
? ???? 入 1
5 I 
九2
κィ=一一一.
8rn 1 
κα= H~) 1/3 e2μ 
関数 B(n)は?
B郎州(伊例η刈)= 10t 一5 {ω;却れ[ドt(ο1+什2t2幻げ♂い P内門t2)1/2戸川ν巾ρ 一 S幻11山h一1勺t]一 j主判t♂け3づ}， μ 
t=附 /3(土)η1/3
である.式 (4.1)の右辺第 1項は運動エネルギーで，B(η)が相対論的補正
になっている.第2項は Weizsacker補正25)であり う定数入はWeizsacker補
正に対する重みの因子である.ここではう任意の Zの値に対して良い近似
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で全エネルギーを与えるようにう非相対論的な場合と同様に入 =1/5とし
た.第 3項は原子核からのポテンシャルエネルギー?第 4項は電子 ・電子
間相互作用ぅ最後の項は交換補正22)である.エネルギー汎関数 E(n)に対
して変分原理?
d (E仙川w川 =0 (4.4 ) 
を適用するとう次の基本的な方程式の組が得られる:
，? ?
、
????
?
?
?????? ???
」
? ?， ， ， ， ??，? ?
?????
?
?
??
? ? ? ??
?
， ， ， ， ???? ? ??
??
??
??
???
「? ? ? ? ?
? ー 』
? ? ? ?
』
?
????? ?????????
?
+;らゆ 5/3+ e(lI一 10)ゆ=0， (4 .5a) 
ゆ=η1/2
(r η(ザ)
lI(r) =一一/
ァ ん 1 'ーザ|
ここで，10はLagrange未定係数でう変分原理における付加条件う
(4.5b) 
(4.5c) 
fX' n(r) dr = N (4.6 ) 
によって決められる.なお(4.4)から
?
?
?
?? ????? ( 4.7) 
であり?したがって-elloは化学ポテンシャルの意味を持っている.静電ポ
テンシャル lI(r)の定義 (4.5c)は?それと等価な Poisson方程式
マ21=-2同 [Z8(1')-n(r)] (4..sc') 
で置き換えてもよい.
ゆ(r)は原点近傍で γの整数べきの級数展開をすることが出来?ゆ (0)
が有限値であることを簡単に確かめることが出来る.VallartaとRosenの
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取扱いと異なり うTomishimaの理論では Weizsacker補正を取り入れてい
るため η=ゆ2はr=Oで有限な値にとどまっている.
孤立した原子もしくはイオンでは T→∞での ゆの漸近的な振る舞い
は次のようになる:
。-v可五二ir 
ゆ(γ)α (1'→∞)• (4.8 ) 
これは?式 (4.5a)が γ→∞で?
4入κi¥72ゆ-eiもゆ=0， (ァ→∞) (4.9) 
となるためである.よって?自由原子および自由イオンでは?式(4.5a，bぅc')
を解くときの境界条件は次のようになる:
η(0) =有限値 ? (4.10a) 
。-v可万二ir 
n(γ)α 1'2 ヲ (1'→∞) (4.10b) 
この RTFDW模型がどの程度妥当であるかを見るためにう自由な中性
原子の全エネルギーを表 VIIa'こうまたう rq(q = -1ぅlぅ2)の期待値 (rq)を
表 Vllb'こ示しうこれを Dirac-Fockの結果29)と比較する.この模型が全体
として良い近似で全エネルギー及び電子密度分布を与えていることが分
かる.なお?最近 EngelとDreizler30，31)はWeizsacker補正や交換補正に対
しでも相対論的効果を取り入れた相対論的 TFDW模型を提唱しているが
方程式の形がかなり複雑であり，またう必ずしも満足な計算結果が得られ
ていない.よってここではう形が単純で-あり?しかも定量的に満足な結果
が得られている Tomishimaの理論を用いることにした.
さてう方程式 (4.5a)-( 4.5c)の解を用いてう各電子に作用する有効ポテ
ンシャルを次のように定義する:
附)+い-ln1/3(r)， (Z-N+1)e 右辺> の時 う
Vef(ァ)= ( 4.11) 
(Z-N+l)e 
その他の時.
T 
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ここで(4/3)καe-1n1/3(ァ)はIくohn-Sham交換ポテンシャル32)である.こ
こで上のような場合分けをしたのはう遠方でのV(γ)+ (4/3)καe-1η1/3(け
の不適当な振る舞いを避けるためである.Hartree-Fock法では COUlOlllb
自己相互作用と交換自己相互作用は正確に相殺するがうTho111aS-Fenni校
型では局所近似をとっているためこの相殺が完全ではない.そのために
有効ポテンシャルV(ァ)+ (4/3)καe-1n1/3(1すが遠方で指数関数的に減少す
る.そこでうある適当な点から外側を?無限遠で正確になるポテンシャル
に置き換えた.
このポテンシャルの妥当性を吟味するために?中性 Cs原子の 1託子
エネルギーをポテンシャル(4.1)を用いて計算 した.その結果*を表VIII
に示す.比較のために以前の計算結果20，34，2!:l)や実験値35，36)も示 した.第 3
列の値34)は同じポテンシャルに対する Dirac方程式を Moore37)が提唱し
た近似法 (α2のオーダーまで正ししつで解いた結果である.
表VIIIは次のような特徴を示している.
(1) RWKB近似による結果は Moore近似による結果と良く 一致してい
る.
(2) RTFDWポテンシャルを用いたどちらの結果も相対論的 SCFの結
果や実験値と良く 一致している.
明らかに?第一の特徴はこの RWKB法の妥当性についてもう 1つの支持
を与えるものでありう他方?第二の特徴はう IミTFDW模型が原子の l電子
状態を計算するのに有用であることを示している.
牢この計算だけは交換ポテンシャルを Slater33)の交換ポテンシャル 2Kae-lnl/3にし
て計算した.これは単に以前Slater交換ポテンシャルを用いてなされた計算34)と比較す
るためである.
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4.2 高電離イオンへの応用
現実的な系への応用の 1っとしてうまずう高電離イオンへの適用をあ-
えてみよう.高電離イオンは核融合や宇宙物理学の研究などに関連して
多くの興味が寄せられ，ビームフオイル分光などの実験的研究が数多くな
されている.理論的研究に関してはう個々のイオンについての計算?もし
くは 2，3の等電子系列についての SCF計算はかなりあるがうね)実験から
の多様な要望に応えるためには?まだ充分なデータ集積があるとはいえな
い.特にヲ各種物理量の (ZうN)依存性のような大局的な視点からの研究
はほとんどない.そこで?ここでは (ZヲN)依存性を得るための 1つの段
階としてう ZとNのどちらか一方を固定し?他方を変えたときの l電子状
態、の変化を見ることにする.
本格的な計算に移る前にうまず以前になされた理論計算との比較を行
い?ここで用いる方法の有効性を確かめることにしよう.この目的のため
に表 IXに?いくつかのイオンの 1電子エネルギーを示しうこれをRHFS(相
対論的 Hartree-Foclく-Slater法)での結果2)と比較する.本研究の}j法によ
る結果と RHFSによる結果はよく 一致しており う高電離イオンに対して
もここで用いた方法が有効であることを示している.この結果は驚くには
あたらない.高電離イオンの方が中性原子よりも電子数が少なく う遮蔽の
効果が少ないので?純 Coulomb波動関数の変形として捉える RWKB法
がより良い近似を与えると期待できるからである.
さてヲ原子番号 Zを固定しう電子数Nを変化させた計算の 1例として?
さまざまな価数の Auイオンについて計算する.このような例を選んだ
のはうトカマクプラズマの安定性を議論する上でう不純物として混入する
重イオンの振る舞いが重要でありうよく混入する重イオンに融合炉内壁の
金メッキからくる Auイオンがあるからである.この種の問題の解析に
は種々の価数のイオンについてのエネルギー準位に関する定量的な知識
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が必要であるがう目下のところ?その理論的なデータはほとんど見あたら
ない.したがってうここで行う計算はそのような問題の実験解析に有用な
データを与えるであろう.まず?中性 Au原子の 1電子エネルギーを計算
し?それを RHFS20)と比較する(表 Xa).全体として良く 一致しているの
でう他の電子数についても良い結果を与えることが期待できる.そこで，
次に N= 1 I"V 79の範囲で Auイオンの l電子エネルギーを計算する.そ
の結果の一部を表Xbに示す.さらに l電子準位のN依存性を見るために，
次のような量を計算した:
可nfj(ZうN)= Enfj(Z， N)j Eη。(Z，l) (4.12) 
ここで Enfj(ZヲN)は原子番号久電子数Nの原子の 1電子準位である.静
止エネルギ-mc2は差しヲ|し1ている.この句"のを電子数 Nの関数として図
9~こ描いた.この図から Enfj(Zう N) が電子数の減少と共に純 Coul0111b ポ
テンシャルに対するエネルギ-Enfj(Z， 1)に近づいていく様チを読みと
ることができる.またうそれぞれの曲線はなめらかに変化しているので?
任意価数のイオンの l電子エネルギーを補聞によって推定するのに便利
であろう.
前章にも述べたようにうこのRWKB近似の特徴の 1つにう純CoulO1nb
波動関数が遮蔽の影響でどのように?どの程度変形されるかという情報が
直接的な形で得られることがある.このことを見るためにう図 10a-10cに
R(ァ)のグラフを示す.ここでも電子数の減少と共に純 Coulombポテン
シャルに対する値に近づいていく様子が見られる.またう準位が高くなる
につれて R(r)とTの差が広がることからう高い準位ほど遮蔽の効果が大
きく現れていることも分かる.これらをより視覚的に捉えるために?図 1
に R(O.5)を電子数 Nの関数として表す*これらのことは定性的には当
牢この O.5(原子単位)という距離は，単に図を描く都合で決めたもので，それ以上の理
由を持たない他の距離で描いても同様の図が得られ同様の性質を持つであろう
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然予想されていたがう本方法によりうその定量的な記述が可能となってい
ることを強調しておきたい.
次にヲ Nを固定して Zを変化させた場合の l例として Ne様の等電子
系列の 1電子準位の計算を行う .等電子系列の計算についても、相対論
的な計算データはうなお不十分であり ，ここで得られる結果はうデータの
欠如を埋めると共に SCF計算の出発値を与える点においても役に立つで
あろう.まずう表 Xla~こ RHF(相対論的 Hartree-Fock法)による既存の計
算3)との比較を示す.その結果は良く一致しているのでう SCF計算のなさ
れていない他の原子番号に対しても良い結果を与えることが期待できる.
そこで表 Xlbに Z= 20 rv 100の Ne様等電子系列の l電子準位を示す.
'T/nR.jを Zの関数として描いたのが図 12である.全ての曲線は Zの増加と
共に'T/nej= 1に近づいている.また，Zを固定すると準位が高くなるほど
'T/nl!j = 1から離れている.
4.3 圧縮原子への応用
この RWKB法のもう 1つの応用として?圧縮原子への適用を考える.
圧縮原子はヲ慣性核融合や恒星内物質などの研究に重要な?高密度プラズ
マ中の原子の電子状態を議論する上で有力なモデルとなっているものでう
これらの分野で興味がもたれている 38)圧縮原子に対する実験的な研究
は高密度爆縮等の分野で行われている.理論的研究も非相対論的な範囲
ではう絶対零度および有限温度の両者についてかなり多くの研究が発表さ
れている 5，6，39-45)特に， More5)や Yonei，6)Furutani等43)は圧縮原子の l
電子状態についての計算を行っている.しかしう相対論的な取扱いについ
ては Rozsnyai46)および YabeとGoe147)による SCF計算ぅ Yonei48)による
TFDW計算の他?まだあまり多くない.これは?この種の問題に SCF理
論を適用することが?孤立原子の場合以上に複雑な手続きを必要とするた
めである.またうその実行に当たっては 1電子状態のエネルギー及び波動
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関数についての適当な推測値を必要とする事はいうまでもなく、このよう
な意味でもうここで取り扱う方法は充分な意義をもつものと思われる.問
題の性質上?有限温度への拡張は当然望ましいことであるが，有限温度に
対して適当な相対論的 TFポテンシャルを与え得る理論はまだない.した
がって?ここでは絶対零度の時に限定してう原子の 1電子状態が圧縮度と
共にどのように変化していくかをみることにしよう.
さてう圧縮原子のモデルとして半径ァ。の球の中に閉じこめられた中性
原子を考えよう 48)原点における境界条件は孤立原子と同じであるが?外
部での境界条件は違ってくる.これを見るためにう Weizsacker補正の存在
のため変分方程式 (4.4)は RTFDW方程式(4.5a-c)の他にもう一つの方
程式を導くことに注目する :44)
げマn.dS = 0 (4.13) 
ここでんは考えている球の表面にわたる積分である.系の球対称性を考慮、
にいれると?この式は球の表面 T 二 roで'¥7nがOになることを要求してい
る*また?中性原子を考えているので?球の表面で静電ポテンシャルV(け
も0になる.したがって?圧縮原子に対しては， RTFDW方程式 (4.5a-c)
を解くときの境界条件は次のようになる:
η(0) =有限値?
[マη]r=ro= 0 ， 
V(ro) = O. 
(4.14a) 
(4.14b) 
(4.14c) 
この境界条件のもとでの RTFDW方程式の解を用いて?各電子に作用
する有効ポテンシャルを次のように定義する:
*孤立原子は7'0=∞の場合に相当し， (4.10b)を満たすことでこの境界条件をも満足
している
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?喝さ 1'0. 
これは一様な電子ガスの中に埋め込まれた原子の粗いモデルとなってい
る.厳密にいえばうこのモデルでは化学ポテンシャルが原子の内部と外部
で一致していないがうその効果は小さく うここでは無視してよい.遮蔽|剥
数 s(γ)= l'Yef(γ)/Zeは次のようになる:
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s(1') = ~ (4.16) 
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この遮蔽関数は条件 (2.50)を満たしていないのでうこのままでは使え
ない.そこでエネルギー原点をずらして計算 し?その計算結果を逆方向に
ずらすことにする.すなわちう遮蔽関数?
互(ァ)= 1'Veff(r)/Ze， 
Vef(ァ)= Veπ(1') -Yef(rO) 
(4.17a) 
(4.17b) 
を用いて計算し?その固有値を Eとすると，1電子エネルギー εは?
と=E-主竺Veπ(1'0) (4.18 ) 
となる.実際?ε +入cZαs(ァ)/ア二 E+入cZαま(1')/γで・あるので?このような
変換は Dirac動径方程式 (2.48a)の解に影響を与えなし1からである.百(1う
は条件 (2.50)で so= 0の場合に相当する.このとき，73を定める微分方程
式(2.53)の境界条件は次のように取る:
73 (1'ど1'0)= 0 ぅ κ<0う
73 (1' = 0)二三土? κ>0 
κ-γ。
(2.54a') 
(2.541プ)
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その他の点ではいままでと全く同様に解くことができる.
さて?このようにして計算された 1電子エネルギーを表xrnこ示す.圧
縮度は d/d。で‘表している.ただし dは物質の密度うdoはし 1わゆる norn1a]
densityである.この表を見て分かるようにういくつかの準位が述続状態、
に移行している.これがし1わゆる圧力イオン化 (pressureionization)であ
る.この様子を視覚的に捉えるためにう各準位のエネルギーが圧縮度と共
にどの様に変化しているかを図示したのが図 13である.原子が圧縮され
るにつれてそれぞれの準位のエネルギーが高くなりうやがて述続状態に移
行してし、く様子が観察される.またう同じ図にヲ非相対論的 TFDWポテ
ンシャルを用いて非相対論的一般化 WKB法で計算したエネルギーを破
線で描いた.相対論的エネルギーが非相対論的エネルギーよりも低く ?そ
のため相対論的な場合の方が高い圧縮度で圧力イオン化が起こっている
ことが分かる.
このエネルギーに対する相対論的効果は定性的には予想、されていたこ
とである.原子系での電子のエネルギーへの主な相対論的効果には大き
くわけで 2種類ある.まず第一は?式(1.4)に見られるように閉じポテン
シャルでは非相対論的エネルギーより相対論的エネルギーの方が低くな
る効果である.第二は次のようなポテンシャルの違いによる効果である
相対論的計算ではう全体のエネルギーが非相対論的エネルギーより低いた
め?図 14に見られるようにう電子は非相対論的計算に比べて内側に集まっ
ている.このため?電子による遮蔽の効果は強くなり l電子エネルギーが
非相対論的ポテンシャルに比べて若干高くなるのである.しかし?この第
二の効果は第一の効果より小さい.さもなければ?全体のエネルギーが低
くならずう第二の効果が起こる原因がなくなるからである.従ってう相対
論的エネルギーは非相対論的エネルギーより低い.本研究での結果はこ
の予想を裏づけ 7かっ?その効果を定量的に見積もることを可能にした.
方?相対論的計算では外部磁場がなくても?スピン・軌道相互作用に
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よって?縮退が解けることは良く知られている.実際，水素様イオンの場
合にはう式 (1.4)および式 (1.5)からう
(Zα)2 ENR E+ -E_ ~一一一一一一一一一
n e(t+1) 
(4.20 ) 
となる.ただし E土はそれぞれ n，eを固定 したときの j= e土1/2に対す
る1電子エネルギーである.
この効果をみるためにう図 15に 3])状態のエネルギーを示す.キI=l対論
的エネルギーが非相対論的エネルギーより低くなり ，2つの状態に分裂し
ている様子が分かる.またう相対論的効果が圧縮度と共に大きくな ってい
く様子がみられる.このことはう圧縮原子の問題においては重い原子のみ
ならず軽い原子においても相対論的効果が無視し得ない可能性を示 して
いる.
このようにここでの計算結果はそれ自体さまざまな情報を含んでいる
がうここでの情報は SCF計算の初期推測として使うことができる.特にう
圧力イオン化によって?どの程度の電子が連続状態に移行しているかにつ
いての情報は SCF計算を実行する上で大きな助けとなるであろう.
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5 結論
これまでの章でう遮蔽 Coulombポテンシャルの束縛状態に対する相対
論的 WKB法を展開し?その詳細な吟味を行うと共にう 2う3の具体的な問
題への応用について述べてきた.
第一に強調しておきたい点は?本論文で与えた定式化によって、相対
論的 WKB法の従来の取扱いに内在していた困難が取り除かれう遮蔽
Coulombポテンシャルに対する Dirac方程式の任意の束縛状態に対し
てう破綻を来すことなく WKB解を得ることが可能となった点である.こ
のような成功を導いた最大の要因はう遮蔽 Coulombポテンシャルに対す
る波動関数を純 Coulombポテンシャルに対する波動関数の変形として捉
えている点にあるがうこのことはう遮蔽の影響が l電子状態にどの織に現
れてくるかを見る上でも有効であろう.またう定式化の見通しが非常に良
くなり?特に WKB固有値条件の導出が簡潔になった点も注目してよいで
あろう.
次にヲ定量的見地からみても?本論文の方法は満足すべきもののよう
に思われる.実際う第 3章でうこの近似の妥当性をエネルギー固有値う波動
関数の両面から吟味を行ったがうその結果は?固有値?波動関数の双方が
Dirac方程式の厳密解と良く 一致する事を示すものであった.一般に高い
準位になると近似が若干悪くなるがう最も慈し 1場合でも数%の誤差にとど
まっている.従って多くの問題に対してうその大局的な傾向を見るのには
充分な近似と考えてよいであろう.
式 (2.73)-(2.79)を見て分かるようにうこの近似の数値計算は?ある単
純な積分で決定される関数の逆関数の決定である.これは Dirac方程式
(2.55a，b)の正確な数値積分に比べて非常に単純な計算である.特にう波
動関数の計算とは一応切り放して固有値を1簡単に決定できることはう 正確
な取扱いに比べて非常に有利な点の 1つである.もちろん臥川くBエネル
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ギー固有値を出発として Dirac方程式を正確に解く 事もできる.その場
合う適切な推測値なしに Dirac方程式を解くのに比べてう非常に労力を節
約できることも指摘しておきたい.
近似計算の利点の 1つにう複雑な計算をする事な しに問題の本質的な
特徴への素早い見通しが得られることがある.その例としてうし 1くつかの
現実的な系への応用を第 4章に与えた.そこでは?高電離イオンの l電子
状態に対する (ZうN)依存性への知見を得う圧縮原子の 1電子状態が圧縮
度と共にどの様に変化するかを示した.ここで得られた高電離イオンや圧
縮原子のいくつかの特徴は?定性的には予想されていたものではあるがう
これを定量的に明らかにしたことは充分な意義を持っており ?このような
計算に対してう本研究による RWKB法が非常に有用であることが明らか
となった.ここでの結果は SCF計算の出発値としても有用なものである
ということが出来る.
最後に?残された問題をいくつか挙げておく.まず第一はう一般化WKB
法の適用限界についての考察である.2.1節にも述べたように一般化WKB
法の適用限界ははっきりした形で与えられていない.詳細な吟味によって
この RWKB法が良い近似で 1電子状態を与えることは分かっているが
理論の限界についてもより詳しい考察が加えられるべきであろう.
第二は?非相対論的一般化WIくB法と伝統的 WKB法に Langer変換を
加えたものとの比較についてである.両者が同じ固有値条件を与えること
は既に述べたが?波動関数については比較を行っていない.一般化 WKB
法はう波動関数を純Coulomb波動関数の変形として扱っているため?伝統
的WKB法よりも良い近似で波動関数を与えると期待できる.また?こ の
比較は相対論的一般化 WKB法の与える波動関数の特徴をとらえるため
にも役立つであろう.
第三はR(γ)の解析的な関数によるフィッテインク。についてである も
しR(けが少数のパラメータの値で定まる簡単な解析的関数で近似できる
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ならば，A(ァ)Y(R(γ)を変分計算の試験関数として利用できるであろう
第四は有限温度の問題への適用についてである.高温のプラズマ中の
原子に対しては温度効果が無視できなくなるであろう.本論文の相対論
的WKB法はう有効ポテンシャルが与えられれば有限温度に対しても適用
できるものであり?簡単さのためにそのような問題に対しては特に有用で
あると思われるがう適切な有効ポテンシャルを与える理論がまだない.こ
のため有限温度の相対論的 Tholuas-Fern1i法を開発中である.
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Appendix 
A: Good理論の WKB固有値条件における困難
Good8)によると中心力ポテンシャル 11(7うで束縛されている電子のエ
ネルギ-wは次の条件で決定される:
IK)=fKG(γ) d1' =ベnr+D， (η7二 O?1?) (A.l) 
，j F(パ κ 1+ァグ(1')/ゆ(γ)
kG(ァ)= ~千二一 「一1-' ¥/ F(r) 
F(ァ)=九-2 1' 2p~ _ κ2う
(A.2a.) 
ここでう
ゆ(1')二 mc2(と一入cυ+1) ， 
出ァ)= m2c2 [(ε一九υ)2-l!?
と=W/mc2 う υ=-e1l/たc
(A・2b)
(A.2c) 
(A.2d) 
(A .2e) 
また， 1、1，1'2はF(γ)= 0の2つの根である.
この固有値条件が純 Coulombポテンシャルに対しては?正確な固有値
を与えることは容易に確かめられる.しかし?遮蔽 Coulombポテンシャ
ル 1= Zs(γ)e/γに対してはう κが負のときには (A・2a)の左辺がπ/2を越
えてしまう.すなわち?κ<0に対して?
I(ε)=fKG(T)針>j (A.;3 ) 
これを見るためにう次の変数変換を行う:
??? ?
???
? ?? (A.4) 
すると?積分I(ε)は?
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T2(ε) -1'1(ε) r1 L ( l'2(ε) -l'1 (ε) ，1'2(ε) + 1'1 (ε)¥ I(ε)=n 11G 2一、+• ~\~I ~ • l\~J ) 
=作
となる.ここでpバ(εけ)とγ1'3は?
T2(ε) -1'1(ε)γ1 (ε)+ 1'2(ε) 
p(ε)= 2 ヲア3(ε)= 2 (A-6) 
方程式ア1(ε)= 1'2(ε)の解をε。とするとう
的o)=J出P/1 kG (px + r3(ερ) dx (A-7) 
ただしらは次の式で-決定される:
ア2(ら)-1'1(の)
>J _ (A-8) 
一方ぅ pが小さいときにはF(ァ)はァの二次関数で'jli似で-きる:
F(1') =μ(1' - 1'1)(η -1') + {) 
=μ(1'3 + p -1')(1'3 - p-γ) + dヲii116=O (A9) 
係数μは?
?
?
??
?
? ? ?? ?? ? (A.IO) 
で与えられる • 1'3は極限ρ→ OでF(けが最大値を取るときの値に近づく
から?
liD1F/(T3)=0 (A.ll) 
これらのことを使うと式 (A・7)の右辺は直ちに計算できる.その結果はヲ
作0)= -sgn(κ) [1 + ~c22 hvh))"川村2イ/2j(A12)
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ほとんどの実用的な問題においてうI(ε)はpの単調増加関数であり、その
時 I(ε。)は I(と)の最小値である.特に遮蔽 Coulo111bポテンシャル 11=
Z5(1')e/1'に対してはう
「入c2Zα5'1_ ，.，..， .， ¥ 3/21一 /2
ん0)= -sgn(κ) 11 + κ~Uð (入C1いついI. ~ (A.L3) 
通常の場合 51!> 0であるが?その時κく Oに対して I(ε0)>π/2が成り立
つ.これは固有値条件 (A・1)が叫 =0に対して解を持たないことを示す.
ηT = 0に対応する状態は，151/2ぅ2P3/2，3d5/2， 4j7/2等である.
B: Goldberg-Pratt変換の性質
本論文において Goldberg-Prat t変換は重要な役割lを占めている.そこ
でうここではその変換の性質を簡単に議論する.
変換に現れる関数19(1')ぅγ(γ)ぅω(ァ)の振る舞いを調べるために?微細構
造定数αによる展開を考えてみよう • 19(1')は図 16に見られるような ァ=0
で19= 190で、あり ?γの増加と共にその絶対値が単調に減少する関数である.
19(1')の境界値190ヲ19tはう
190二子。(α3)ヲ 。t= 19050 + 0州 ?ー? ?
となる.これを見て分かるように19(ァ)はαのオーダーの量である 実際下
方程式 (2.53)を積分形に書き直しヲ境界条件 (2.54aム)を使うと?
(ァサT[l+附 ]Za5(ア)γ2κ九ア ぅ
19(ァ)= < l l' κ[{[l + d(r)2]Zas(r)r2κ-1 dT +命ぺ
(κ く 0)， 
(B.2) 
となり うここでもdがαのオーダーの量で-あることが確かめられる.式(B・2)
をαで‘展開するとう
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円 10'ZaS(T)T2κ九 T+ O(札 (κ< 0) 
19(1') = 
l:71 κjnZαS(T)山一1dT十三5702パ1+削)ぅ (1{> 0) 
となる.
ここで， α0のオーダーの量θ(ァ)=α-119(けを定義すると?
。(γ)= 円 10
T
ZS(T)T2κ-1 dT + O(α2)ぅ
[-nh κfys(7)7hv 
となる.これを使って (2.52b)ぅ(2.56)をαで-展開すると 7
(κ く 0)う
(B.:3) 
(B.4) 
γ(けど一κ+α2Zs(1')8(1') ， (B.5a) 
" 1i2 (e2." _ ， ". _ r χκI I
ω(ァ)~ s(ァ)-αエ」τ{τ[s(1')θ(γ)]'+ E IS(γ) -云θ(ァ)I ~ (B.5b) 
け~ e~ I L L.J J I 
となる.これを (2.55b)に代入し?κ(κ+1) = e(e + 1)であることを使う
と?
f E2 1 1 r 4κEr¥ 1T7_r¥/l 1 (2κ+ l)Zs8) 
た02(けど k山1')+α2{zz+一|-;70-(ZsO)|+ 7J J(B6) 
となる.ここでkoは式 (2.2b)で定義される量で-ある.式 (B・6)はう変換さ
れた Dirac方程式 (2.55aム)が非相対論的極限α→ Oで Schrふdinger方程
式 (2.2a，b)に帰着することを示している.またうSchrodinger方程式に対
するα2のオーダーの補正をも与えている.
さて?γ(1')は式 (B・5a)を見て分かるようにう非相対論的極限で-κに
なる.また?γ(1')の-κからのずれはα2のオーダーの量であり う7・の関数で
ある.図 17に |γ(1')1 をいくつかの状態について描いた • l' = 0で-γ=γ0，
T三アoでヶ =γtで-ありうその聞を単調かつなめらかに変化している.常に
|γ(1') Iく |κ|であることを注意しておく.このことはう特に S状態(κ=-1) 
での解の振る舞いに大きく影響する.
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ω(ァ)は非相対論的極限で遮蔽関数s(けになる.ω(γ)のs(1うからのず
れはα2のオーダーの量でありう Tの関数である.このずれは l'= 0で有限で
ありヲ Oくア < 1'0のある距離で符号が変わりう T 二刊で;0 になる • S(O) = 1 
であるのに対してう 一般にω(0)# 1であることを注意しておく.これは、
定義 (2.56)の中でγ'(けが原点でOにならなし1からである.またう式 (B・5b)
を見て分かるようにω(γ)は遮蔽関数s(1')のみならずその微分〆(けにも
依存する.この事実は状態がs(1')はもちろんのことど(γ)にも依存してい
ることを示している.し1くつかの状態に対するω(γ)を遮蔽関数 s(けと共
にう図 18に描いた.
Goldberg-Pratt変換についての詳細はGoldbergとPrattl2)またはGolcl-
berg等11)のAppendixAに?より一般的な議論は文献 11のAppendixB 
に見いだされる.
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表表 1:モデルポテンシャル (3.1)に対する 1電子エネルギーの絶対値(原
子単位系)• 静止エネルギーを差しヲ|し、ている. PDは RWEBでの値
の Dirac方程式の厳密解からの percentagedeviationである.すなわち?
PD = 100 (IERWKBI-IEoi問1)/ 1 EOirac1 
準位| IERW1くBI 1 EOirac1 PD 
181/2 3237.89 3237.96 -0.002 
281/2 689.568 689.850 -0.040 
2P1/2 684.670 685.010 -0.049 
2P3/2 604.501 604.811 -0.051 
381/2 210.697 210.949 -0.119 
3p1/2 207.509 207.770 -0.125 
3P3/2 185.460 185.708 -0.133 
3d3/2 180.084 180.340 -0.141 
3ds/2 174.158 174.409 -0.144 
481/2 64.8461 6，5.0253 -0.275 
4p1/2 62.5629 62.7467 -0.292 
4p3/2 55.0544 5，5.2302 -0.318 
4d3/2 50.8549 51.0397 -0.361 
4ds/2 48.8641 49.0464 -0.371 
41s/2 42.3491 42.5488 -0.469 
417/2 41.4770 41.6758 -0.476 
581/2 14.8262 14.9344 -0.724 
5p1/2 13.3541 1 ~3 .4670 -0.83 
5P3/2 11.0006 11.1067 -0.9.5.5 
5d3/2 8.26523 8.38445 -1.421 
5ds/2 7.69050 ?80810 -1.506 
681/2 1.14962 1.17777 -2.389 
表 I:モデルポテンシャルに対する l電子エネルギ-Eと純 CouloD1bポ
テンシャルに対する l電子エネルギ-Ecの差ムE= E -Ec(原子単位系)
PDはRWKBでの値の Dirac方程式の厳密解からの percenLagedeviatioll 
である.すなわち， PD = 100 (ムERWKBームEOirac)/ IムEOiracl.
準位| ムERWKB ムEOirac PD 
151/2 196.693 196.619 0.037 
251/2 189.661 189.379 0.149 
2P1/2 194.558 194.219 0.174 
2P3/2 192.538 192.228 0.161 
351/2 170.573 170.321 0.148 
3p1/2 173.760 173.500 0.150 
3P3/2 171.316 171.068 0.144 
3d3/2 176.692 176.436 0.145 
3ds/2 175.824 175.573 0.143 
451/2 145.727 145.547 0.123 
4p1/2 148.010 147.826 0.124 
4p3/2 145.273 145.098 0.121 
4d3/2 149.4 73 149.288 0.123 
4ds/2 148.577 148.395 0.122 
4!S/2 155.092 154.893 0.128 
4!7/2 154.577 154.378 0.128 
551/2 118.224 118.116 0.091 
5p1/2 119.696 119.583 0.094 
5P3/2 116.850 116.744 0.090 
5d3/2 119.585 119.466 0.099 
5ds/2 118.681 118..563 0.099 
651/2 90.3935 90.3653 0.031 
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表 II:3P1/2状態および 5p1/2状態に対する波動関数が Oまたは極値を
取る Tの値(原子単位系)• 各準位に対してう奇数行は波動関数が極
値を取るァの値う偶数行は Oになる値である PDは RWKB値の
Dirac方程式の厳密解に対する percentagedeviationである.すなわち?
PD = 100(rRwKB -rOir&)/ IrOiracl.これらの値は明らかに RWKB波動関
数が正確な波動関数に比べてわずかに外に広がっていることを示してい
る.
準位 RWKB Dirac PD 
3p1/2 3.23373 x 10-~ 3.23204 X 10-2 5.234 X 10-2 
6.70580 X 10-2 6.70228 X 10-2 5.255 X 10-2 
1.40583 X 10-1 1.40507 X 10-1 5.409 X 10-2 
5p1/2 3.00628 X 10-2 3.00225 X 10-2 1.341 X 10-1 
6.06754 X 10-2 6.05922 X 10-2 1.374x10-1 
1.07580 X 10-1 1.07422 X 10-1 1.469 X 10-1 
1.63407 X 10-1 1.63154x10-1 1.545 X 10-1 
2.49239 X 10-1 2.48810 X 10-1 1.725x10-1 
3.54369 x 10一1 3.53700 X 10-1 1.891 X 10-1 
5.73351 X 10-1 5.71977x 10-1 2.403 X 10-1 
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表 IV:モデルポテンシャルに対する γの期待値 (1、)(原子単位系)• PD 
はDirac方程式の厳密解からの percentagedeviationを表す.すなわち?
PD = 100( (ァ)RWKB ヤー)Dirac) / 1 (r) Dirac 1.
準位| RWKB Dirac PD 
151/2 1.66495x10-2 1.66493 X 10-2 1.260 X 10-3 
251/2 6.65801 x10-
2 6.65679 X 10-2 1.831 X 10-2 
2P1/2 5.40043 X 10-2 5.39908 X 10--2 2.506 X 10-2 
2P3/2 6.18894x10-2 6.18747x10--2 2.379 X 10-2 
351/2 l.60128 X 10-1 1.60044 X 10--1 5.259 X 10-2 
3P1/2 l.47721 x10-1 1.4 7637 x 10--1 5.685 X 10-2 
3p3/2 l.59991 X 10-1 1.59898 X 10-1 5.833 X 10-2 
3d3/2 l.33747x10-1 1.33665 X 10-1 6.157x10-2 
3ds/2 l.37854 X 10-1 1.37770 X 10-1 6.100x10-2 
451/2 3.14640x10-1 3.14296 X 10-1 1.094 X 10-1 
4p1/2 3.03182 X 10-1 3.02830 X 10-1 1.164 X 10-1 
4P3/2 3.23423 X 10-1 3.23024 X 10-1 1.234x10-1 
4d3/2 2.98480 X 10-1 2.98078 X 10-1 1.348 X 10-1 
4ds/2 3.04849 X 10-1 3.04433 X 10-1 l.366 X 10-1 
41s/2 2.62517 X 10-1 2.62117x10-1 l.526 X 10-1 
417/2 2.65767 X 10-1 2.65361 X 10-1 1.532 X 10-1 
551/2 5.93103 X 10-1 5.91529 X 10-1 2.660 X 10-1 
5p1/2 5.87927 X 10-1 5.86206 X 10-1 2.936 X 10-1 
5p3/2 6.30177x10-1 6.28096 X 10-Jl 3.311x10-1 
5d3/2 6.21955x10-1 6.19358x 10-1 4.192x10-1 
5ds/2 6.36447 X 10-1 6.33665 X 10-1 4.390xlO-1 
651/2 l.42357x 100 1.39921 x 100 l.741 x100 
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表 V:モデ、ルポテンシャルに対する〆 (q= 2ヲ-L)の期待値(rq)(原子単
位系).PDはDirac方程式の厳密解からの percentagedeviationを表す.
すなわち， PD = 100((川RWKB-(川Di問)/ 1 (rq) Dirac 1.
??
RWKB 
(T' 2) 
Dirac PD 
(γ-1 ) 
I RWIくB Dirac PD 
lS1/2 3.82589 X 10-4 3.82580 X 10-4 2.47x10-3 96.8531 96.8544 -1.;).1-x lO-3 
2S1/2 5.29243 X 10-3 5.29053 X 10-3 3.58x10-
2 25.1367 25.1419 -2.07 X 10-2 
2P1/2 3.62629 X 10-3 3.62450 X 10-3 4.94x10-2 25.1115 25.1184 -2.7:3x10-
2 
2P3/2 4.63180 X 10-3 4.62959 X 10-3 4.76x10-2 20.4144 20.4193 -2.38 X 10-2 
3S1/2 2.94255 X 10-2 2.93948 X 10-2 1.04 x 10一1 10.1935 10.1996 -6.05 X 10-2 
3p1/2 2.54708 X 10-2 2.54420 X 10-2 1.13x10-1 10.1978 10.2042 -6.29 X 10-2 
3P3/2 2.96932 X 10-
2 2.96587 X 10-2 1.16x10-1 8.83105 8.83632 -5.96 X 10-2 
3d3/2 2.07100 X 10-2 2.06844 X 10-
2 1.24 X 10-1 8.87949 8.88496 -6.15x10-2 
3ds/2 2.18952 X 10-
2 2.18684 X 10-2 1.23x10-1 8.53834 8.54348 -6.02 X 10-2 
4S1/2 1.11796 X 10-1 1.11553 X 10-1 2.18x10-1 4.98943 4.9956.5 -1.2.5x10-' 
4p1/2 1.04692 X 10-1 1.04449 x 10一1 2.32x10-1 4.98838 4.99487 -1.30x10-J 
4p3/2 1.18859 X 10-1 1.18567 X 10-1 2.46 X 10.-1 4.45292 4.45873 -1.30x10-1 
4d3/2 1.02341 X 10-1 1.02066 X 10-1 2.70x10.- 4.46990 4.4 7603 -1.37x10一1
4ds/2 1.06580 X 10-1 1.06288 X 10-1 2.74x10--1 4.33280 4.33875 -1.37x10-1 
4f5/2 7.80275 X 10-2 7.77852x10-2 3.12x10--1 4.37176 4.37817 -1.46x10-1 
4f7/2 7.98630 X 10-2 7.96136 X 10-2 3.13x10-1 4.30859 4.31491 -1.47xlO-1 
5S1/2 3.93432 X 10-1 3.91345 X 10-1 5.33x10--1 2.49232 2.50009 -3.11 x10-1 
5p1/2 3.88421 X 10-1 3.86147 X 10-1 5.89x10--1 2.4 704 7 2.4 7881 -3.36x10-1 
5P3/2 4.45860 X 10-1 4.42911 X 10-1 6.66x10--1 2.22358 2.23178 -:3.67 x 10-l 
5d3/2 4.38365 X 10-1 4.34675 X 10-1 8.49 x 10-1 2.18154 2.19128 -4.45 x 10-1 
5ds/2 4.58877 X 10-1 4.54827 X 10-1 8.90 X 10--1 2.11533 2.12515 -4.62 X 10-1 
6S1/2 2.30474 x 100 2.22472 x 100 3.60 X 1010 0.93448 0.95308 -1.95x100 
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表 VI:3p1/2状態および 681/2状態に対するk2とA"/ A (原子単位系)• 
準位| z T 
3P1/2 -7.29328 0.00068 
-5.13084 0.00591 
-4.27850 0.01386 
-3.55744 0.02851 
-3.02843 0.04839 
-2.61043 0.07350 
-2.26485 0.10384 
-1.97027 0.13941 
-1.71355 0.18022 
-1.52953 0.21663 
-1.32103 0.26685 
681/2 -5.65367 0.00350 
-2.82046 0.05957 
-1.68338 0.18574 
-0.96232 0.38200 
-0.43331 0.64835 
-0.01531 0.98479 
0.33026 1.39133 
0.56929 1.76702 
0.83279 2.29972 
1.06558 2.90252 
1.27408 3.57541 
た2
0.04391 
0.89345 
2.03354 
3.81619 
5.65251 
7.08131 
7.56224 
6.49600 
3.24312 
-1.37911 
-10.2494 
0.75304 
8.82207 
18.5465 
22.0046 
17.9083 
10.2052 
2.78408 
-2.02115 
5.14 
6.29 
7.00 
2.94 
4.74 
6.76 
8.65 
1.00 
9.66 
3.15 
8.12 
6.53 
2.02 
8.36 
2.17 
4.37 
5.92 
1.84 
1.24 
A" / A 
785 X 10-5 
050 X 10-4 
185 X 10-3 
787 X 10-3 
，4:35 X 10-3 
:35 x 10-3 
98 X 10-3 
464x10-2 
753 X 10-3 
443 X 10-1 
622x10-3 
53 X 10-4 
042 X 10-2 
~302 X 10-2 
628 X 10-1 
S82 X 10-1 
807x10-1 
~135 X 10-1 
822 X 10+1 
-7.01979 -2.1' 965 X 10+0 
835 X 10+0 
958x 10+0 
-11.7488 -2.3l 
-16.8228 -2.0' 
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表 VIIa: 中性自由原子の全エネルギー(原子単位系)• 静止エネ
ルギーを差しヲ|し、てう符号を変えている PD は R¥tVKBでの値
の Dirac-Fockの値からの percentagedeviationである. すなわち
PD = 100 (IERWKBI -IEoFI) / IEoFI 
Z RTFDW18) Dirac-Fock29) PD 
10 129.06 128.674 0.29 
20 679.66 679.502 0.02 
30 1802.54 1793.78 0.48 
40 3613.95 3594.81 0.53 
50 6221.56 617l.21 0.81 
60 9733.00 9615.86 l.21 
70 14260.6 1405l.9 l.48 
80 19924.5 19623.5 l.53 
90 26855.1 2647l.9 l.44 
100 35159.3 34806.3 l.01 
表 VIIb:中性自由原子に対する〆 q=-1ぅ1，2の期待値 (Tq)(原子単位
系)
|(γ-1 ) γ ァ2)
z I RTFDW* Di附
10 3.080525 3.117609 l.022383 0.7886649 1.956266 0.9364619 
18 3.903296 3.898680 0.9025022 0.8913207 1.627393 1.442969 
36 5.222497 5.202188 0.7672494 0.7245300 1.272.519 1.086242 
54 6.310891 6.210831 0.6921380 0.7146487 1.085566 1.133308 
86 8.192359 8.130762 0.6099976 0.6066037 0.8919081 0.8894614 
*RTFDWでの値は今回計算したものである.
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表 VIII:Csの1電子エネルギー(原子単位系).静止エネルギーを差しづ|
いてう符号を変えている.
準位 IRWKB Moore法34) RHFS20) Dirac-Fock 29) 実験3S)
151/2 1331.52 1322.09 1322.46 1329.94 1320.40 
251/2 210.549 208.372 208.930 212.381 209.99 
2P1/2 198.4 72 196.704 197.107 199.246 196.9.5 
2P3/2 185.248 185.129 183.965 186.253 184.18 
351/2 43.6280 43.2158 43.9755 45.7865 44.727 
3p1/2 38.5856 38.2893 38.9474 40.2647 39.13 
3P3/2 35.9972 36.0220 36.4050 37.7108 36.66 
3d3/2 27.2014 27.2379 27.4 758 28.1259 27.17 
3ds/2 26.6325 26.6939 26.9296 27.5916 26.66 
451/2 7.93995 7.85807 8.52548 9.33000 8.481 
4p1/2 6.11676 6.06315 6.69159 7.26305 6.632 
4P3/2 5.61069 5.62418 6.16490 6.73775 5.939 
4d3/2 2.63854 2.65309 3.14572 3.30253 2.90 
4ds/2 2.55378 2.57334 3.05603 3.21380 2.81 
551/2 0.924376 0.907877 l.13890 1.30906 0.834 
5p1/2 0.488291 0.4 78928 0.671844 0.726706 0.481 
5p3/2 0.430374 0.431139 0.603565 0.659369 0.419 
651/2 0.128540 0.122514 0.136281 0.128240 0.143* 
本のついた値はう文献 36によるものでる.
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表 IX:CU+18 (Z = 29， l¥T = 11)ぅZn+19(Z = 30ぅN = 11)ぅ
Ag+17 (Z = 47， N = 30)， Sn+20 (Z = 50， N = 30)のl電子エネル
ギー(原子単位系).静止エネルギー を差しヲ|し1てう符号を変えている.
準位 RWKB RHFS2) RWKB RHFS2) 
CU+18 Zn+19 
131/2 351.2285 350.95 378.5047 378.25 
231/2 63.6361 64.10 69.5326 70.03 
2P1/2 59.3198 59.56 65.0210 65.29 
2P3/2 58.5295 58.79 64.1005 64.38 
331/2 24.5271 24.60 26.9739 27.07 
Ag+17 Sn+20 
181/2 946.9796 946.04 1086.8000 1085.90 
231/2 153.9646 153.38 182.4010 181.85 
2P1/2 144.6390 143.85 172.2104 171.44 
2P3/2 138.1691 137.40 163.6974 162.94 
331/2 41.2998 40.90 51.4360 51.11 
3p1/2 37.5807 37.10 47.2983 46.88 
3P3/2 36.3843 35.93 45.6674 45.28 
3d3/2 29.7953 29.23 38.3739 37.84 
3ds/2 29.5486 28.99 38.0291 37.51 
431/2 17.2720 17.27 22.3294 22.36 
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表 Xa:中性 Au原子の 1電子エネルギー(原子単位系).静止エネルギー
を差しヲ|し1てう符号を変えている.
準位 RWKB RHF820) I準位 I RWKB R町 820)
181/2 2912.40 2975.23 4p3/2 21.0461 19.7542 
281/2 518.702 526.884 4d3/2 14.3041 12.9957 
2P1/2 503.784 506.305 4ds/2 13.6110 12.3090 
2P3/2 435.103 438.121 41s/2 4.90081 3.57486 
381/2 124.004 125.033 417/2 4.75066 3.42623 
3p1/2 115.544 115.587 581/2 4.84459 4.24164 
3P3/2 100.501 100.476 5p1/2 3.49053 2.89272 
3d3/2 84.5189 84.5549 5P3/2 2.77267 2.25734 
3ds/2 81.2887 81.2859 5d3/2 0.791552 0.447997 
481/2 28.5424 27.4860 5ds/2 0.705466 0.384360 
4p1/2 24.7152 23.4020 681/2 0.370421 0.307106 
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表 Xb:Auイオンの 1電子エネルギー(原子単位系).静止エネルギーを差
しヲ|し1て?符号を変えている.Nは電子数.原子番号は Z= 79.イタリ ッ
クイ本の数字はう基底状態では占有されていない準位のエネルギーである.
準位| N=59 N=39 N=19 
131/2 2955.92 3016.69 3119.61 
231/2 539.575 585.120 676.312 
2P1/2 520.538 565.187 657.008 
2P3/2 452.999 497.594 588.562 
331/2 142.083 184.749 262.028 
3p1/2 132.988 175.647 254.063 
3P3/2 118.096 160.439 237.093 
3d3/2 102.217 145.108 225.054 
3ds/2 99.0088 141.804 221.206 
431/2 45.7697 82.6364 138.581 
4p1/2 41. 7879 78.6369 135.215 
4p3/2 38.0604 74.1263 128.612 
4d3/2 31.3300 67..5614 123.879 
4ds/2 30.6114 66.6153 122.3イE
41s/2 21.9119 58.6034 118.138 
417/2 21.7463 58.3385 117.575 
531/2 20.0921 イ7.4857 85.5942 
5p1/2 18.5207 45.5936 83.919イ
5P3/2 17.4907 43.6416 80.6756 
5d3/2 1イ.9272 40.5820 78.3647 
5ds/2 1イ.7341 40.1582 77.5868 
631/2 11.6692 30.9240 58.0694 
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表 Xla:Z=10， 14， 18のNe様等電子系列の 1電子エネルギー(原子単位
系).静止エネルギーを差しヲ|し1てう符号を変えている.
Ne (Z = 10) Si+4 (Z = 14) Ar+8 (Z = 18) 
準位 IRWKB RHF3) RWKB RHF3) RWIくB RHF3) 
lS1/2 30.8628 32.8175 68.2231 71.0063 121.8998 125.5:325 
2Sl/2 1.8105 1.9358 7.5799 8.1041 17.5658 18.399:3 
2P1/2 0.9677 0.8528 6.0688 6.2109 15.3567 15.6738 
2P3/2 0.9633 0.8483 6.0431 6.185，5 15.2682 15.5867 
表 Xlb:Z = 20 rv 100のNe様等電子系列の 1電子エネルギー(原子単位
系).静止エネルギーを差しヲ|し、て?符号を変えている.
lS1/2 2Sl/2 2P1/2 2P3/2 
20 154.8684 24.1054 21.5416 21.3955 
26 278.5449 49.9503 46.2994 45.8107 
29 354.4904 66.4196 62.2121 61.4120 
30 381.9232 72.4427 68.0473 67.1159 
36 569.1095 114.2832 108.7342 106.6371 
40 715.8464 147.7350 141.3875 138.0466 
42 795.9604 166.1763 159.4194 155.2763 
47 1016.4222 217.4355 209.6209 202.8184 
50 1162.8954 251.8352 243.3596 234.4215 
54 1375.3273 302.1266 292.7346 280.1712 
60 1732.2545 387.5249 376.6699 356.5993 
70 2437.1677 558.8649 545.2722 505.0611 
79 3203.2392 748.4361 731.9416 661.6526 
80 3296.8980 771.8325 754.9826 680.4191 
90 4340.3204 1035.5349 1014.6341 883.4314 
100 5613.7342 1364.7784 1338.4475 1115.0220 
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表 XII:圧縮 Au原子の 1電子エネルギー (原子単位系).静止エネルギー
を差しヲ|し1て?符号を変えている.圧縮度は d/d。で・表 している.ただし d
は物質の密度，d。は normaldensityである ーうは連続状態に移行 した、准
位である.
孟母:1 1 10 100 1000 
lS1/2 2912.18 2920.78 2909.06 2787.72 
2S1/2 518.523 516.210 486.588 365.191 
2P1/2 503.539 498.083 466.834 342.07.5 
2P3/2 434.879 430.405 399.489 276.423 
3S1/2 123.795 119.666 91.1013 
3P1/2 115.326 110.721 81.6550 
3P3/2 100.286 95.8412 67.1736 
3d3/2 84.3089 79.9103 50.6319 
3ds/2 81.0792 76.7128 47.5373 
4S1/2 28.3339 24.2104 3.37036 
4p1/2 24.5046 20.2737 
4p3/2 20.8365 16.6786 
4d3/2 14.0955 9.96247 
4ds/2 13.4028 9.28899 
41s/2 4.69230 
417/2 4.54216 
5S1/2 4.63850 1.48482 
5p1/2 3.28452 
5P3/2 2.56757 
5d3/2 0.589754 
5ds/2 0.504451 
6S1/2 
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図 1. k02の典型的振る舞い.連続状態に対しては k02= 0の根は l
つう束縛状態に対しては k02= 0の根は 2つある.
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図 2. 束縛状態のe= 0 (s状態)に対する k02の振る舞い.ko2 = 0の
根は 1つしかない.
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図 3. 束縛状態の f= 0 (5 状態)に対する k2の振る舞い • k2 = 0の根
は2つある.
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図 4. モデルポテンシャル (3.1)，および相対論的 Hartree-Fock-Slater、
ポテンシャル20)(原子単位系)• 
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モデ、ルポテンシャルに対する 3pl/2状態の近似波動関数 YRWlくB(1')
と正確な波動関数 YDirac(1')， 及びムy(ァ)= Y'RWIくB(γ)- YDi問(ァ)，仰い)= 
-[1'y'(γ) + Y(1')/2]8r (原子単位系).このスケールでは正確な波動関数と
近似波動関数は区別できない程良く 一致している • 8y(γ)を決定するため
にム=PD( (1') )/100 と取った • 8y(けがムy(けを良く再現している.
図5.
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図 6. PD( (r2))， PD( (γ-1) )対 PD((γ)).ここで PD((川)は(川の
percentage deviationである.この図は PD(¥〆))竺 qPD((ァ))と表せるこ
とを暗示している.
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図 7. 3p1/2状態と 6S1/2状態に対する R(け.R=rの線からゆっくり
離れている.
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図 8. モデルポテンシャルに対する 3Pl/2状態の波動関数 y(ァ)と純
Coulombポテンシャルに対する 3pl/2状態の波動関数 Y(r)(原子単位系)• 
遮蔽 Coulombポテンシャルに対する波動関数が?純Coulombポテンシャ
ルに対する波動関数に比べて?外側に広がっている様子が分かる.
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図 9. Auイオンに対する仇fjが電子数Nの関数として描かれている.
各準位に対してう白丸より左は基底状態では占有されていない. 白丸はう
251/2に対しては N=3ヲ451/2に対しては N= 29，651/2に対しては N= 79 
にある.
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図 10a. Auイオンの 281/2状態に対する R(i). 
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図 10b. Auイオンの 451/2状態に対する R(r). 
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図 lOc. Auイオンの 681/2状態に対する R(γ). 
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図 11. Auイオンに対する R(r= 0.5)が電子数 Nの関数として描か
れている.各準位に対してう白丸より左は基底状態では占有されていない.
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図 12. Ne様等電子系列に対するサ叫が原子番号 Zの関数として描か
れている.黒丸は RHFS3)による結果である.
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図 13. 圧縮 Au原子のエネルギー準位.横軸の圧縮度は djd。で・表 し
ている.ただし dは物質の密度うd。はnormaldensityである.実線は相対
論的な計算ヲ破線は非相対論的な計算によるもの.
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Au原子のnormaldensityにおけ'る電子密度分布.実線は相対
論的 TFDW，破線は非相対論的 TFDWによる計算.
図 14.
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図 15. 圧縮 Au原子の3p状態に対するエネルギー準位.横軸の圧縮
度は djdoで-表している.ただし dは物質の密度，d。は normaldensi Lyで
ある.実線は相対論的な計算，破線は非相対論的な計算によるもの.
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図 16. Au原子に対する 19(r)l.RHFSポテンシャル20)を用いた.19 (ァ)
はκ=2では正であるがう κ=-2に対しては負である.
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図 17. Au原子の 151/2ぅ 251/2ぅ2P1/2，こ対する |γ(ァ)1.RHFSポテン
シャノレ20)とそれによって決まるエネルギー固有値を用いた.151/2と251/2
の曲線の聞には違いがみられない.γ(ァ)は 151/2と251/2で-は正で-あるがう
2P1/2 ，こ対しては負である.
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図18. Au原子のお1/2，2P1/2に対するω(ァ)及び遮蔽関数s(r).RHFS 
ポテンシャル20)とそれによって決まるエネルギー固有値を用いた
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